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La rotation rigide de Mercure : e´tude des effets a` longues pe´riodes
par Sandrine D’Hoedt
Re´sume´ : Dans le but de de´crire la rotation re´sonante rigide de Mercure, diffe´rents mode`les de
rotation re´sonante de type 3 : 2 a` deux et trois dimensions, moyennise´s sur les courtes pe´riodes
et exprime´s en formalisme hamiltonien sont propose´s. Dans le premier mode`le, l’axe de rotation
de Mercure est confondu avec son plus petit axe d’inertie et la plane`te n’est soumise a` l’action
d’aucune force autre que celle de la gravitation. Le couplage de ces 2 degre´s de liberte´ est mis en
e´vidence. Un mode`le a` 3 degre´s de liberte´ tenant compte de la dissociation de l’axe du moment
angulaire et de l’axe de figure est ensuite pre´sente´. Dans ces deux mode`les, le de´veloppement
du potentiel est limite´ a` l’ordre 2 en excentricite´. Afin d’estimer l’erreur commise par ce choix
de troncature, les Hamiltoniens sont de´veloppe´s a` des ordres plus e´leve´s ; les nouveaux termes
ainsi obtenus sont conside´re´s comme des perturbations et traite´s a` l’aide de la the´orie de Lie.
L’influence des autres plane`tes du Syste`me Solaire est enfin e´tudie´e en incluant, dans un premier
temps, une pre´cession constante du nœud ascendant et du pe´ricentre dans notre mode`le de base
et, dans un second temps, en conside´rant que l’inclinaison et l’excentricite´ sont des fonctions
lentes du temps permettant l’utilisation de la the´orie de l’invariant adiabatique e´tendue a` 2
degre´s de liberte´. Une e´tude des e´quilibres et des pe´riodes propres de chaque mode`le est re´alise´e.
Mercury rigid rotation : long periods effects
by Sandrine D’Hoedt
Abstract : In the aim to describe the Mercury’s rigid resonant rotation, different 3 : 2 spin-orbit
resonant rotation models with two and three dimensions , averaged on the short periods and
expressed in Hamiltonian formalism is proposed. In the first model, Mercury’s rotation axis
and its smallest axis of inertia aren’t distinct and no force except the gravitation one acts on
the planet. The coupling between these 2 degrees of freedom is underlined. A 3 degrees of
freedom model taking into account the dissociation of the angular momentum axis from the
figure axis is aftewards presented. In these two models, the potential devellopment is limited to
the second order in eccentricity. In order to estimate the error due to this troncature choice, the
Hamiltonians are devellopped up to higher orders ; the new terms so obtained are considered
as perturbations et treated thanks to Lie theory. The influence of the other planets of the Solar
System is finally studied by including, in a first time, a constant precession of the ascending
node and of the pericenter in our basis model and, in a second time, by considering that the
inclination and the excentricity are slow functions of time allowing the use of the adiabatique
invariant extended to 2 degrees of freedom. A study of the equilibria and of the proper periods
of each model is realized.
Dissertation doctorale en Sciences mathe´matiques (Ph.D. thesis in Mathematics)
Date : 26-09-2007
De´partement de Mathe´matique
Promoteur (Advisor) : Prof. A. LEMAIˆTRE
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Notations principales
TAB. 1: Liste des symboles utilise´s et valeurs typiques.
De´finition Ref. Note ou valeur Unite´s
Ope´rateurs
•¯ Moyennise´ sur les variables angu-
laires (en coordonne´es angle-action)
(3.4)
[•; •] Crochet de Poisson (3.6)
〈•〉 Moyenne´ sur les courtes pe´riodes (4.20)
Variables et parame`tres
a Demi grand-axe de l’orbite (2.2) 57.91 106 km
C02 Coefficient zonal de degre´ 2 (4.3) C
0
2 = −0.6 10−4
C22 Coefficient tesseral de degre´ 2 (4.3) C
2
2 = 0.1 10
−4
e Excentricite´ (2.2) e = 0.206
G Constante de gravitation universelle (2.2)
g Angle d’Euler forme´ par ~X2 et le
nœud ascendant du plan e´quatorial de
Mercure sur le plan normal a` l’axe
du moment angulaire. Variable d’An-
doyer
FIG. 2.1 (g, J, l)
G Norme du moment angulaire. Va-
riable d’Andoyer, moment conjugue´
a` g
(2.3)
go Ele´ment de Delaunay (2.1) go = ωo = 29.12478˚
Go Ele´ment de Delaunay, moment
conjugue´ a` go
(2.2) Go = Lo
√
1− e2
G′o Nouveau moment conjugue´ a` go (4.26) G
′
o = Go + Λ1
h Angle d’Euler entre les axes ~X0 et
~X2. Variable d’Andoyer
FIG. 2.1 (h,K, )
H Variable d’Andoyer, moment
conjugue´ a` h
(2.3) H = G cosK
ho Ele´ment de Delaunay (2.1) ho = Ωo = 48.33˚
Ho Ele´ment de Delaunay, moment
conjugue´ a` ho
(2.2) Ho = Go cos io
H ′o Nouveau moment conjugue´ a` ho (4.26) H
′
o = Ho + Λ1 − Λ3
io Inclinaison. Angle d’Euler forme´ par
~Z0 et ~Z1
FIG. 2.2 io = 7˚
I1, I2, I3 Moments d’inertie (4.2) I1 < I2 < I3
J Angle d’Euler forme´ par ~Z2 et ~Z3 FIG. 2.1 (g, J, l)
K Obliquite´ e´cliptique. Angle d’Euler
entre ~Z0 et ~Z2
FIG. 2.1 (h,K, )
suite a` la page suivante
suite de la page pre´ce´dente
De´finition Ref. Note ou valeur Unite´s
l Angle d’Euler forme´ par le nœud as-
cendant du plan e´quatorial de Mer-
cure sur le plan normal a` l’axe du mo-
ment angulaire et ~X3. Variable d’An-
doyer
FIG. 2.1 (g, J, l)
L Variable d’Andoyer, moment
conjugue´ a` l
(2.3) L = G cos J
lo Anomalie moyenne. Ele´ment de De-
launay
(2.1)
Lo Ele´ment de Delaunay, moment
conjugue´ a` lo
(2.2) Lo = m
√
µa
Λo Nouveau moment conjugue´ a` lo (4.19) Λo = Lo + 32Λ1
λ1 λ1 = l + g + h (2.4)
λ2 λ2 = −l (2.5)
λ3 λ3 = −h (2.6)
Λ1 Λ1 = G (2.7)
Λ2 Λ2 = G− L (2.8)
Λ3 Λ3 = G−H (2.9)
m Masse de Mercure (2.2) 0.33 1024 kg
M Masse du Soleil (2.2) 6.0267 106 ×m
µ µ = G(m+M) (2.2)
Re Rayon e´quatorial (4.3) 2440 km
σ Angle re´sonant (4.18) σ = 2λ1−3lo2
σ1 Angle re´sonant (4.25) σ1 = σ − ho − go
σ3 Angle exprimant la commensurabi-
lite´ des nœuds
(4.25) σ3 = λ3 + ho
θ Obliquite´ orbitale (4.45)
( ~X0, ~Y0, ~Z0) Repe`re inertiel FIG. 2.1 = repe`re e´cliptique
( ~X1, ~Y1, ~Z1) Repe`re orbital FIG. 2.2
( ~X2, ~Y2, ~Z2) Repe`re lie´ au moment angulaire FIG. 2.1
( ~X3, ~Y3, ~Z3) Repe`re forme´ par les axes principaux
d’inertie
FIG. 2.1
ωo Argument du pe´ricentre. Angle d’Eu-
ler forme´ par le nœud ascendant du
plan orbital sur le plan de l’e´cliptique
et ~X1
FIG. 2.2 29.12˚
Ωo Longitude du nœud ascendant. Angle
d’Euler forme´ par ~X0 et le nœud as-
cendant du plan orbital sur le plan de
l’e´cliptique
FIG. 2.2 48.33˚
CHAPITRE 1
INTRODUCTION
1.1 Parame`tres de Mercure
Mercure est sans doute l’une des plane`tes les plus mal connues de notre Syste`me Solaire.
Une des causes de cette me´connaissance vient certainement du fait que Mercure est la plane`te
la plus proche du Soleil, ce qui rend difficile son observation (elle n’est visible a` l’œil nu que
juste apre`s le coucher du Soleil, ou juste avant son lever). Il a donc fallu attendre les premie`res
observations radar en 1965 et le lancement de la sonde Mariner 10 en 1974 avant d’avoir des
informations fiables mais encore impre´cises a` son sujet. Les observations radar ont permis de
mettre en e´vidence la particularite´ principale de Mercure : sa re´sonance 3 : 2 spin-orbite. En
effet, Mercure est la seule plane`te du Syste`me Solaire a` parcourir deux fois son orbite dans le
meˆme temps qu’elle effectue trois rotations sur elle-meˆme (voir Figure 1.1). Quant a` Mariner
?
?
?
?
?
?
?Soleil
Mercure
???
?
?
?
??
??
?Soleil
Mercure
Première révolution de Mercure
autour du Soleil
Deuxième révolution de Mercure
autour du Soleil
FIG. 1.1 – Repre´sentation de la re´sonance spin-orbite de Mercure : Mercure parcourt deux fois
son orbite dans le meˆme temps qu’elle effectue trois rotations sur elle-meˆme.
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Parame`tres Mercure Terre Lune
Masse (1024 kg) 0.33 5.97 0.07
Rayon e´quatorial (km) 2440 6378 1738
Densite´ moyenne (kg/m3) 5427 5515 3350
Gravite´ (m/s2) 3.70 9.81 1.62
Champ magne´tique (nT) 220 220000 0
Pression atmosphe´rique (bar) 10−15 1 3 10−15
Pe´riode de rotation (jours) 58.65 1 27.32
Pe´riode orbitale (jours) 87.97 365.26 27.32
Demi grand-axe (106 km) 57.91 149.6 0.83
Excentricite´ 0.206 0.017 0.056
Inclinaison 7˚ 0˚ 5˚
Longitude du pe´rihe´lie 77.46˚ 102.95˚ –
Longitude du nœud ascendant 48.33˚ – –
TAB. 1.1 – Tableau comparatif des parame`tres ge´ophysiques et orbitaux de Mercure, de la Terre
et de la Lune
10, bien qu’elle n’ait pu photographier que 46% de la surface de Mercure, les images rapporte´es
montrent notamment que la surface de Mercure est crate´rise´e, fort semblable a` celle de la Lune.
On a e´galement pu de´duire, a` partir de cette mission, que le dipoˆle magne´tique de Mercure est
seulement un millie`me de celui de la Terre. En outre, Mercure est une plane`te assez hostile : sa
tempe´rature a` l’e´quateur a` midi atteint 430˚C tandis que sur la face non e´claire´e, la tempe´rature
descend jusqu’a` -176˚C. Le Tableau (Tab. 1.1) reprend les principaux parame`tres de Mercure,
compare´s a` ceux de la Terre et de la Lune.
Toutefois, les agences spatiales ame´ricaine (NASA), europe´enne (ESA) et japonaise (ISAS)
montrent depuis quelques anne´es un vif regain d’inte´reˆt a` l’e´gard deMercure. En effet, la NASA
a proce´de´ au lancement de la mission MESSENGER le 3 aouˆt 2004. Un premier survol est
pre´vu pour le 14 janvier 2008 et l’arrive´e pour le 18 mars 2011. La mission BepiColombo
(ESA-ISAS), pour sa part, de´collera en 2013 pour un voyage d’environ 6 ans. Quand elle ar-
rivera sur Mercure en aouˆt 2019, elle devra endurer des tempe´ratures de 350˚C et re´colter des
donne´es de septembre 2019 a` septembre 2020, avec une extension possible d’un an. Ces mis-
sions, ve´ritables de´fis technologiques, ont des buts a` peu pre`s semblables. En particulier, les ob-
jectifs de la mission BepiColombo (Milani et al., 2001) sont les suivants : comprendre l’origine
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et l’e´volution d’une plane`te proche de l’e´toile “parent”, e´tudier la forme, l’inte´rieur, la struc-
ture, la ge´ologie, la composition et les crate`res de Mercure, la composition et la dynamique de
son atmosphe`re vestigiale, la structure et la dynamique de sa magne´tosphe`re, l’origine de son
champ magne´tique et tester la the´orie de la relativite´ ge´ne´rale d’Einstein. Toutes ces informa-
tions permettront non seulement de comprendre la plane`te elle-meˆme mais aussi la formation
du Syste`me Solaire voire des e´le´ments de physique fondamentale.
1.2 Historique
Tre`s souvent compare´e a` la Lune, pour sa dimension et son aspect crate´rise´, Mercure a
longtemps fait les frais de cette similitude : toutes les the´ories tentant de mode´liser sa rotation
ou meˆme sa structure interne e´taient re´alise´es avec les parame`tres de la Lune, ce qui donnait
des re´sultats saugrenus ne collant pas avec la re´alite´. Par exemple, une importance capitale e´tait
accorde´e a` la pre´cession du nœud ascendant, perturbation principale pour la Lune, alors que
pour Mercure, son influence est vraiment tre`s faible comme nous le verrons dans la section 6.1.
Une se´rie de mode`les de rotation de Mercure existent ne´anmoins depuis 1965, anne´e ou`
Pettengill & Dyce (1965) obtiennent les premie`res observations radar de la rotation deMercure :
59,5 jours (au lieu des 88 jours attendus pour une rotation synchrone) et ou` Colombo (1965)
propose le premier mode`le simplifie´ de la rotation de Mercure.
Colombo souligne le fait que cette valeur radar est tre`s proche des 58.65 jours ne´cessaires
pour obtenir une re´sonance 3 : 2 et que, de`s lors, le mouvement de rotation uniforme de´crit
par Mercure pourrait eˆtre une solution pe´riodique stable telle que l’axe de plus petit moment
d’inertie soit presque aligne´ avec le rayon vecteur Soleil-Mercure a` chaque passage au pe´rihe´lie.
A sa suite, Goldreich & Peale (1966), vont creuser plus en avant les phe´nome`nes de couplage
spin-orbite dans le Syste`me Solaire et tester, en particulier, leurs hypothe`ses sur Mercure (et
la Lune). lls conside`rent que, pour atteindre un e´tat re´sonant, les forces de mare´es doivent
avoir ralenti la rotation de la plane`te. Toutefois ce freinage ne permet pas la capture dans une
re´sonance particulie`re mais bien la traverse´e d’une se´rie de re´sonances de type p n, ou` p est un
multiple entier de 1
2
et n est le moyen mouvement. Ils e´tablissent ensuite que la stabilisation
dans un e´tat re´sonant particulier est lie´e a` l’excentricite´ de l’orbite et a` la triaxialite´ du corps
(cette triaxialite´ pouvant eˆtre peu marque´e : (I2 − I1)/I3 ' 10−8).
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En 1967, Deprit (1967) propose une me´thode permettant de re´duire, au moyen d’une trans-
formation canonique, l’Hamiltonien de la rotation libre d’un corps rigide a` une fonction conser-
vative a` 1 degre´ de liberte´. Pour ce faire, il utilise les variables d’Andoyer. Son mode`le lui
permettra d’affirmer que le moment angulaire d’une rotation libre est constant dans l’espace
(voir section 4.6).
Peale (1969) conside`re une plane`te le´ge`rement asphe´rique dont la vitesse angulaire de rota-
tion est commensurable avec le mouvement orbital et qui pre´cesse uniforme´ment. Il choisit de
travailler dans deux repe`res centre´s au centre de masse de Mercure (un de ces repe`res est lie´ a`
l’orbite et l’autre aux axes de la plane`te). Son mode`le de base, exprime´ en formalisme hamilto-
nien, est constitue´ de trois termes : l’e´nergie cine´tique de rotation, la pre´cession et le potentiel
duˆ au champ de gravite´. Il moyennise l’expression ainsi obtenue sur les courtes pe´riodes en
prenant soin d’isoler l’angle quasi re´sonant ψ = pM + q (ω − φ) + γ (ou` M est l’anomalie
moyenne, p et q sont des demi-entiers, ω la longitude du pe´ricentre, φ est la longitude du nœud
du plan e´quatorial sur le plan orbital et γ une petite quantite´ forc¸ant la non-re´sonance exacte)
et la tronque en excentricite´ (voir sections 4.3 et 4.4). Il de´montre ensuite, d’apre`s les valeurs
des parame`tres de l’e´poque, que Mercure, bloque´ dans sa re´sonance 3 : 2, ve´rifierait les lois
ge´ne´ralise´es de Cassini (l’axe du moment angulaire et la normale au plan orbital pre´cessent au-
tour de la normale au plan de Laplace1, ces trois axes restant aligne´s) et que son axe du moment
angulaire serait actuellement dans l’e´tat2 de Cassini n˚1 (voir section 4.6.1).
1Quelques mots sur le plan de Laplace : le plan de Laplace est souvent mentionne´ dans les articles de´die´s a` la
rotation de Mercure ; il est fre´quemment pre´sente´ comme le plan par rapport auquel les variations de l’inclinaison
sont nulles ou minimales, ce qui correspond a` un mouvement orbital a` pre´cession constante. Il est ainsi de´pendant
des perturbations introduites dans le mode`le et agissant a` moyen ou long terme sur l’inclinaison. Il n’y a donc
pas un plan de Laplace universel, ni meˆme un par plane`te. On peut estimer sa position moyenne (par rapport a` un
re´fe´rentiel donne´) en la calculant sur base d’e´phe´me´rides plane´taires plus ou moins sophistique´es. Si les donne´es
sont se´culaires on parle en ge´ne´ral simplement du Plan de Laplace, si les donne´es sont limite´es a` des mouvements
sur un millier d’anne´es, on parlera de Plan de Laplace instantane´, meˆme si ce terme est un peu maladroit.
Il est clair que, sur la dure´e d’une mission spatiale (quelques anne´es), le Plan de Laplace ne joue pas un roˆle
essentiel : tout plan par rapport auquel l’inclinaison est quasi constante est suffisant.
2Nous constatons une certaine confusion dans la litte´rature entre les e´tats et les e´quilibres de Cassini ; dans
le cadre de ce travail nous adopterons la convention suivante : l’e´tat de Cassini est l’e´tat physique dans lequel
se trouve Mercure, si l’on fait l’hypothe`se que les forces dissipatives ont supprime´ toute libration libre ; cet e´tat
de´pend donc des amplitudes et des fre´quences des termes force´s (par les perturbations plane´taires agissant sur
l’orbite de Mercure).
L’e´quilibre de Cassini correspond aux valeurs des variables et des moments annulant les de´rive´es temporelles
dans un mode`le donne´ ; on peut espe´rer que si la mode´lisation est comple`te et bien pense´e, l’e´quilibre soit une
bonne repre´sentation mathe´matique de l’e´tat de Cassini ; ne´anmoins l’e´quilibre reste toujours de´pendant des ap-
proximations, troncatures et simplifications du mode`le conside´re´.
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En 1974, Peale (1974) examine les diffe´rentes e´volutions possibles de l’obliquite´ de Mer-
cure. Il montre que deux ou quatre positions de l’axe du moment angulaire peuvent se pre´senter
selon les valeurs des diffe´rents parame`tres. La stabilite´ de la re´sonance 3 : 2 est aussi discute´e
en fonction de l’obliquite´ (l’issue de cette conside´ration e´tant que Mercure ne peut eˆtre capture´
en re´sonance que pour des valeurs de l’obliquite´ infe´rieures a` 100˚). Il obtient comme re´sultat
que les forces de mare´e de´logent toujours l’axe du moment angulaire de l’e´tat de Cassini n˚3
et que l’e´tat le plus probable dans lequel Mercure doit se trouver est l’e´tat de Cassini n˚1 bien
que la probabilite´ qu’il se soit retrouve´ dans l’e´tat n˚2 soit non ne´gligeable. De plus, si l’on
conside`re que les e´le´ments orbitaux varient lentement, on constate que l’angle solide de´crit par
l’axe du moment angulaire lors de sa pre´cession autour de l’e´tat de Cassini n˚1 est un invariant
adiabatique dans le sens qu’il reste presque constant ; ce n’est pas le cas pour l’e´tat de Cassini
n˚2. Les syste`mes de re´fe´rences ne´cessaires a` cette e´tude sont un repe`re orbital, un repe`re lie´
aux axes principaux de Mercure et un repe`re lie´ au moment angulaire (voir chapitre 2). Tous
les de´veloppements sont base´s sur un mode`le hamiltonien constitue´ de trois termes : l’e´nergie
cine´tique, le potentiel duˆ au champ de gravite´ et un terme incluant la pre´cession du nœud du plan
e´quatorial sur le plan orbital. Le potentiel est de´veloppe´ en se´rie de Kaula (1966) et tronque´ en
excentricite´. Un angle re´sonant est de´fini et l’Hamiltonien est moyennise´ sur les courtes pe´riodes
(voir sections 4.2, 4.3 et 4.4). Des mode`les de forces de mare´e sont enfin greffe´s sur le mode`le
de base.
Beletskii (1972) e´tudie paralle`lement la rotation re´sonante de la Lune et de Mercure et
en fait ressortir les diffe´rences principales. Il travaille avec trois syste`mes d’axes : le repe`re
orbital, un repe`re lie´ au moment angulaire et un repe`re lie´ aux moments principaux d’inertie.
Son mode`le est compose´ d’un terme duˆ a` l’e´nergie cine´tique de rotation, un terme incluant
la pre´cession (constante) du nœud ascendant et le potentiel tronque´ en excentricite´ qu’il va
moyenniser par rapport a` l’anomalie moyenne (variable rapide). La pre´cession du pe´ricentre est
e´galement pre´sente. Le mode`le de Beletskii est un mode`le a` 3 degre´s de liberte´ (voir chapitre
5). Il en calcule les e´quilibres et aboutit a` un premier constat : la projection du plus grand axe
d’inertie sur le plan orbital coı¨ncide, au pe´ricentre, avec la direction du rayon vecteur Soleil-
Mercure et est perpendiculaire a` ce rayon vecteur a` l’apocentre (voir section 4.6.1). De plus, on
revient a` la direction initiale apre`s deux pe´riodes de re´volution. En outre, comme confirme´ par
Peale (1974), il trouve deux ou quatre positions stationnaires pour l’axe du moment angulaire
selon les valeurs des parame`tres, ces positions sont respectivement stables ou compose´es de
trois stables et une instable (voir Tableau 6.2). Il montre, ensuite, qu’elles ve´rifient les Lois de
Cassini dans le cas de la Lune et les lois de Cassini ge´ne´ralise´es dans le cas de Mercure. Son
analyse lui permet d’e´tablir des conditions de stabilite´ d’un mouvement re´sonant de type 3 : 2
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dont les trois principales sont
1. l’excentricite´ doit eˆtre non nulle,
2. la rotation doit avoir lieu autour du plus petit axe d’inertie de l’ellipsoı¨de,
3. le plus grand axe d’inertie doit eˆtre, a` chaque passage au pe´ricentre, dans la direction du
demi grand-axe orbital.
Au meˆme moment, Kinoshita (1972) traite le proble`me ge´ne´ral de deux corps rigides (un
sphe´rique et un triaxial) perturbe´ au premier ordre a` partir de quatre repe`res (e´cliptique, orbital,
lie´ au moment angulaire et lie´ a` la forme de l’ellipsoı¨de – voir chapitre 2). Il choisit comme
variables, celles dites de Delaunay pour la partie orbitale et d’Andoyer pour la partie relative a`
la position du corps triaxial (voir chapitre 2). Afin de diminuer le nombre de degre´s de liberte´ et
de rendre son proble`me inte´grable, il passera ensuite aux variables angle-action (voir chapitre 3).
Son mode`le est ke´ple´rien et il conside`re uniquement l’e´nergie cine´tique de rotation, le potentiel
issu du proble`me des deux corps et le potentiel duˆ au champ de gravite´. Tout comme les auteurs
pre´ce´dents, un de´veloppement en se´rie de l’excentricite´ est effectue´. Pour e´liminer les termes a`
courtes pe´riodes, l’auteur utilise une transformation de Hori-Lie (voir chapitre 3).
Celletti (2002, communication prive´e) propose un e´ventail de mode`les ke´ple´riens du plus
simple au plus complexe : elle conside`re tantoˆt Mercure comme un corps dont l’e´quateur est
circulaire, tantoˆt comme un ellipsoı¨de quelconque. Elle s’inte´resse particulie`rement aux cas de
l’obliquite´ nulle et de la rotation principale (i.e. quand l’axe de rotation coı¨ncide avec un axe
physique). Une attention spe´ciale est porte´e sur les angles donc la fre´quence est e´gale au rapport
3
2
.
Un des nouveaux points d’inte´reˆt concernant Mercure est la connaissance de sa structure
interne. Cet engouement est a` mettre en rapport avec les nouvelles observations radar (Margot
et al., 2003) et la perspective d’obtenir de nouvelles donne´es graˆce aux deux missions (MES-
SENGER et BepiColombo). Peale (1976, 2005) a montre´ que si l’on arrive a` de´terminer avec
pre´cision, l’obliquite´ de Mercure, l’amplitude de ses librations en longitude et la valeur des
harmoniques sphe´riques J2 et C22 , on aura une bonne estimation de la nature et de la taille du
noyau de Mercure graˆce a` la relation :(
Cm
B − A
)(
B − A
MMR2
)(
MMR
2
C
)
=
Cm
C
≤ 1 (1.1)
appele´e “expe´rience de Peale” ou`MM et R sont la masse et le rayon de Mercure, A < B < C
sont les moments principaux d’inertie et Cm est le moment d’inertie polaire du manteau seul.
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Le premier facteur de cette relation peut eˆtre obtenu graˆce a` l’amplitude de la libration. Dans
notre mode`le, cela correspond a` l’amplitude de l’effet de la pe´riode de 88 jours sur notre angle
re´sonant σ ; on peut donc se servir de nos calculs (section 4.4) pour mode´liser la variation tem-
porelle de l’angle re´sonant, sous la forme simplifie´e d’un oscillateur harmonique, force´ par les
“courtes” pe´riodes, celles de l’anomalie moyenne orbitale, de 88 jours. Il suffit de rajouter a`
notre mouvement moyen les termes e´limine´s par moyennisation, par le calcul du ge´ne´rateur de
la transformation canonique, limite´ aux tout premiers coefficients ; en faisant ce calcul rapide,
on montre que l’amplitude du terme dominant force´ est bien proportionnel a` ce premier fac-
teur. Le deuxie`me facteur est lie´ au C22 dont on espe`re connaıˆtre la valeur (tout comme celle de
C02 ) graˆce a` l’orbite de la sonde (Messenger ou BepiColombo) ; en effet, ce n’est que par les
e´quations aux variations sur l’orbite du satellite, que l’on pourra corriger leurs valeurs a priori.
Le troisie`me facteur de´pend de la valeur de l’obliquite´ de l’e´tat de Cassini n˚1 : en partant des
e´quations d’e´quilibre (Cassini 1) de notre mode`le a` deux ou trois degre´s de liberte´ associe´ a`
une pre´cession constante de l’orbite de Mercure sur le plan de re´fe´rence (voir chapitre 6) on
arrive a` exprimer, en premie`re approximation, le troisie`me facteur comme une fonction du C22 ,
du C02 , de cette pre´cession constante, du moyen mouvement, de l’excentricite´ et de l’inclinaison
orbitale ; si l’on conside`re que l’on connaıˆt toutes ces quantite´s et qu’elles ne varient pas trop
au cours du temps, on arrive a` une estimation de ce facteur. La ne´cessite´ de garder l’inclinai-
son quasi constante dans cette formule fait souvent privile´gier a` nouveau le Plan de Laplace
comme re´fe´rence ; cependant pour des pe´riodes d’expe´rience courtes, et vu la connaissance en-
core vague que nous avons des parame`tres de la rotation de Mercure, cela n’a pas vraiment
d’importance. Notons, qu’e´tant donne´ que cette relation (1.1) fait intervenir les termes a` courtes
pe´riodes, nous n’y reviendrons pas, notre mode`le de base e´tant exclusivement centre´ sur les
termes de moyennes pe´riodes (entre 10 et 1000 ans) puis perturbe´ par de tre`s longues pe´riodes
(105 ans).
Ces tre`s longues pe´riodes sont l’effet des autres plane`tes du Syste`me Solaire qui induisent
une variation se´culaire des e´le´ments orbitaux de Mercure (voir chapitre 10). Peale (2006) in-
troduit cet effet sur l’excentricite´ e et l’inclinaison I . Il teste ainsi la propension qu’a l’axe
du moment angulaire de Mercure a` suivre l’e´tat de Cassini dont la position est modifie´e par
l’e´volution des e´le´ments orbitaux. Dans son mode`le, l’auteur fait les simplifications suivantes :
la rotation a lieu autour de l’axe principal de plus grande inertie et le noyau de Mercure est
conside´re´ comme solide. La premie`re de ces deux hypothe`ses implique que l’e´tude porte sur un
seul degre´ de liberte´. La lente de´pendance en temps est traduite de manie`re adiabatique de la
fac¸on suivante :
I = I0 + AI sin
2pi t
PI
(1.2)
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e = e0 + Ae sin
2pi t
Pe
+ φ (1.3)
ou`An est l’amplitude, Pn la pe´riode et φ un de´phasage. Une des conclusions de cette analyse est
que les variations en inclinaison ont beaucoup plus de poids que les variations en excentricite´.
Yseboodt & Margot (2005) se sont, quant a` eux, focalise´s sur l’obliquite´ de Mercure. Leur
but e´tant d’e´valuer le plus pre´cise´ment possible la valeur de l’obliquite´ de Mercure et son
e´volution temporelle afin de pouvoir de´terminer la taille du noyau. A partir de notre Hamilto-
nien non perturbe´ moyennise´ a` 2 degre´s de liberte´ (D’Hoedt & Lemaıˆtre, 2004), ils ont montre´
que l’axe du moment angulaire deMercure se trouvait bien actuellement dans un e´tat de Cassini.
Or les autres plane`tes du Syste`me Solaire provoquant une variation se´culaire des e´le´ments orbi-
taux, les auteurs ont mis au point diffe´rentes me´thodes (nume´rique et analytique) permettant de
de´terminer un plan de Laplace qui minimise les variations de l’inclinaison. Leur e´tape suivante
a e´te´ d’ajouter les perturbations plane´taires au mode`le hamiltonien de base. Ils ont de´montre´ que
si l’on prend les conditions initiales associe´es a` l’e´tat de Cassini, les perturbations plane´taires
n’excitent pas les modes propres de la rotation avec de larges amplitudes. Les plane`tes ont e´te´
introduites en supposant, au de´part, leurs masses nulles et en les faisant augmenter lentement
avec le temps, ce me´canisme permettant de maintenir l’axe du moment angulaire dans une po-
sition proche d’un e´tat de Cassini instantane´ sans avoir recours a` des processus dissipatifs.
Les observations radar de Margot et al. (2007) ont confirme´ que Mercure se trouve actuel-
lement dans un e´tat de Cassini avec une obliquite´ de 2.11 ± 0.1 arcmin et que son moment
angulaire de rotation subit des oscillations en longitude (appele´es librations force´es) de 88 jours
comme pre´dit par la the´orie. De plus, les auteurs ont montre´ que les larges amplitudes de ces
oscillations indiquent que le noyau serait au moins partiellement liquide.
Par ailleurs, la particularite´ de Mercure e´tant sa re´sonance spin-orbite, une se´rie de mode`les
base´s sur des re´sonances de type 1 : 1 puis 3 : 2 (cas de Mercure) a` 1 degre´ de liberte´, utilisant
des the´ories tre`s mathe´matiques permettant des approximations en assez bonne corre´lation avec
la re´alite´ mais ne´anmoins limite´es, ont e´te´ re´alise´s par plusieurs auteurs depuis le de´but des
anne´es 80. Ces travaux sont l’e´cho, applique´s au cas de Mercure, de travaux plus ge´ne´raux sur
les phe´nome`nes de re´sonance (dont Henrard & Lemaıˆtre, 1983, Henrard & Murigande, 1987).
Henrard & Lemaıˆtre (1983) ont, dans un premier temps, de´montre´ qu’un syste`me hamiltonien a`
1 degre´ de liberte´ tenant compte des re´sonances est beaucoup plus repre´sentatif des proble`mes
de la me´canique ce´leste qu’un pendule. Ils ont appele´ ce type d’Hamiltonien “second mode`le
fondamental de re´sonance”. Henrard & Murigande (1987) ont ensuite montre´ que le mode`le de
Colombo (1966) pouvait eˆtre une ge´ne´ralisation du second mode`le de re´sonance. Le “Colom-
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bo’s top” (ainsi nomme´ par les auteurs) de´crit le mouvement d’une plane`te aplatie pre´sentant
une syme´trie axiale et telle que le nœud ascendant du plan e´quatorial sur le plan de l’e´cliptique
pre´cesse uniforme´ment. En formalisme hamiltonien, le Colombo’s Top s’e´crit :
HC = −1
2
(Z − b)2 − a
√
1− Z2 cosh (1.4)
ou`, dans notre travail, Z = cosK, h = −λ3, a = 23 µ sin io Λ1n2 1I3−I1 et b = 23 µ cos io Λ1n2 1I3−I1
avec µ la pre´cession constante du nœud.
Les e´quilibres de ce syste`me (aussi appele´s e´quilibres de Cassini, voir section 4.6.1) ont e´te´
calcule´s et discute´s par les auteurs en fonction des parame`tres a et b.
Ces mode`les mathe´matiques sont actuellement encore affine´s et engendrent des re´sultats
de plus en plus performants. Parmi les auteurs a` l’œuvre dans ce domaine, nous citerons :
A. Celletti, C. Falcolini, L. Chierchia. Celletti (1990a, 1990b) et Celletti & Chierchia (1998)
mode´lisent la rotation re´sonante de Mercure sous forme hamiltonienne. Pour ce faire, ils posent
quatre hypothe`ses simplificatrices : i) l’orbite est ke´ple´rienne, ii) l’axe du moment angulaire est
paralle`le a` l’axe de plus grande inertie (dans nos notations : ~Z2 = ~Z3 – voir chapitre 2), iii)
l’axe du moment angulaire est perpendiculaire au plan orbital (dans nos notations : ~Z2 = ~Z1) et
iv) les effets de mare´es et les perturbations dues aux autres plane`tes sont ne´glige´s (voir Figure
1.2) pour la repre´sentation des hypothe`ses ii) et iii) dans nos jeux de variables).
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FIG. 1.2 – Repre´sentation, dans nos jeux de variables, des hypothe`ses ii) et iii) pose´es par
(Celletti, 1990a et 1990b) : ~Z1 = ~Z2 = ~Z3.
L’e´quation du mouvement ainsi obtenue est alors la suivante :
x¨+
3
2
I2 − I1
I3
(a
r
)3
sin (2x− 2f) = 0 (1.5)
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ou` I1 < I2 < I3 sont les moments principaux d’inertie, a le demi grand-axe, r le rayon orbital
instantane´, f l’anomalie vraie et ou` x, qui est le seul degre´ de liberte´, est l’angle entre la direc-
tion du pe´ricentre ~X1 et le plus long axe d’inertie ~X3 (dans nos variables, x = l+ g− go). Cette
expression est ensuite re´e´crite sous forme hamiltonienne.
Passe´e cette e´tape, ils utilisent le the´ore`me KAM (dans sa version remanie´e) afin de prouver
la stabilite´ des orbites pe´riodiques et la ne´cessite´ d’invoquer un me´canisme dissipatif pour jus-
tifier l’e´volution d’un corps ce´leste vers un e´tat synchrone ou une re´sonance 3 : 2. La recherche
des tores invariants se fait a` l’aide des sections de Poincare´ et du crite`re de Green. Une e´tude
similaire justifiant la re´sonance 3 : 2 de Mercure au de´triment de la re´sonance 1 : 1 ou d’autres
re´sonances mineures est re´alise´e dans Celletti & Falcolini (1991).
Deux autres approches de l’e´tude du comportement des re´sonances spin-orbite ont e´te´ re´ali-
se´es par Celletti & Chierchia (2000). La premie`re consiste a` partir d’un mode`le quasi-inte´grable
et a` exprimer les orbites pe´riodiques en fonction du parame`tre perturbateur. Un de´veloppement
en se´rie de Taylor autour de ce parame`tre est alors effectue´. Le calcul du rayon de conver-
gence de la se´rie permet d’avoir des indications sur la stabilite´ des orbites pe´riodiques et sur les
diffe´rentes probabilite´s de capture. Ils prouvent ainsi que la re´sonance 3 : 2 apparaıˆt seulement
pour des excentricite´s assez e´leve´es comme dans le cas deMercure. Dans la deuxie`me approche,
l’e´quation du mouvement est traduite sous forme d’un mapping, les valeurs propres de la ma-
trice relative au syste`me line´arise´ sont calcule´es le long d’un cycle de l’orbite pe´riodique afin
d’en de´terminer la stabilite´. Les re´sultats obtenus confirment bien la pre´sence de la re´sonance
1 : 1 pour de petites excentricite´s et 3 : 2 pour des excentricite´s plus e´leve´es.
Dans notre travail, le mode`le de base non perturbe´ conside`re que Mercure n’est soumis a`
l’action d’aucune force dissipative. Toutefois, un mode`le complet permettant une explication la
plus re´aliste possible de la capture en re´sonance et du fait que Mercure se trouve dans l’e´tat de
Cassini n˚1 devrait tenir compte la dissipation due a` des facteurs externes. Parmi ceux-ci, les
principaux sont l’effet de mare´e, la dissipation entre le noyau liquide et le manteau solide (Peale,
2005) et l’hypothe`se d’un impact. Deux autres types de perturbations (non dissipatives, cette
fois) a` conside´rer sont la variation des e´le´ments orbitaux due aux autres plane`tes du Syste`me
Solaire et le ce´le`bre effet relativiste provoquant l’avance du pe´rihe´lie de Mercure.
Un mode`le d’impact complet pourrait eˆtre tire´ du travail de Gauchez & Souchay (2006)
qui propose une parame´trisation comple`te d’un impact sur un corps cible conside´re´ comme
ellipsoı¨dal. Cette parame´trisation leur permet d’analyser les changements induits sur la rotation
de l’impacte´, en particulier sur la vitesse de rotation et sur la direction de l’axe de rotation. Ils
conside`rent deux cas : l’accre´tion et la crate´risation.
Concernant les effets de mare´es, Correia & Laskar (2004) utilisant e´galement le mode`le
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(1.5), ont comple´te´ celui-ci par un terme de perturbation duˆ a` un effet de mare´e visqueux,
de´pendant line´airement de la fre´quence de mare´e. Cette conside´ration permet un mode`le plus
re´aliste et prend en compte l’e´volution chaotique de Mercure. Ils ont ainsi montre´ que l’e´tat
le plus probable (55,4%) de Mercure est la re´sonance 3 : 2 sans avoir recours a` un effet de
friction noyau-manteau additionnel et a` partir d’une pe´riode de rotation initiale de 20 jours (soit
en re´gime de rotation lente). Ils ont de plus montre´ qu’au cours de son histoire, Mercure a tre`s
probablement atteint des excentricite´s allant jusqu’a` 0.325.
Enfin, tre`s re´cemment, Celletti et al. (2007), partant du mode`le conservatif (1.5) sur lequel
un terme de dissipation a e´te´ greffe´, ont re´alise´ une e´tude base´e d’une part sur l’analyse en
fre´quence et d’autre part sur le calcul de l’indicateur de Lyapunov maximum. Cette me´thode
consiste a` calculer le plus grand exposant de Lyapunov en fonction de diffe´rents parame`tres.
Ces travaux ont mene´ a` la conclusion attendue que les diffe´rents types de re´sonances sont lie´es a`
l’excentricite´ et au facteur de dissipation : ils montrent notamment que la re´sonance 3 : 2 atteint
son occurrence maximum pour une excentricite´ de 0.2 et que la probabilite´ d’une capture en
re´sonance croıˆt avec l’augmentation de la dissipation.
1.3 Sommaire
Le but de ce travail est de construire un mode`le analytique simplifie´ mais ge´ne´ral de la
rotation de Mercure a` moyen et a` long terme pouvant servir de base a` diffe´rentes e´tudes (effets
dissipatifs, courtes pe´riodes, wobble, etc...).
Le premier chapitre met en place notre syste`me de re´fe´rentiels ; au nombre de quatre, ils
permettent une description ge´ne´rale de l’orientation de la plane`te et de son orbite par rapport
au plan de l’e´cliptique ainsi que de la position de la plane`te sur son orbite. Dans ce chapitre,
nous de´finissons e´galement nos variables : partis des variables classiques de Delaunay et d’An-
doyer, nous avons transforme´ ces dernie`res en un jeu de variables canoniques partiellement
non-singulier repre´sentant de manie`re approprie´e notre proble`me.
Notre mode`le e´tant exprime´ en formalisme hamiltonien, le deuxie`me chapitre est un rap-
pel concernant une me´thode permettant d’e´tudier aux diffe´rents ordres un Hamiltonien rendu
inte´grable d’e´tape en e´tape, exprime´ en variables angle-action, soumis a` l’action d’une petite
perturbation. Cette me´thode consiste a` moyenniser l’Hamiltonien jusqu’a` l’ordre voulu graˆce a`
un proce´de´ mne´motechnique appele´ “Triangle de Lie”, la de´pendance en angle e´tant rele´gue´e
dans la fonction “reste”.
Dans le chapitre 3, nous construisons notre mode`le de base a` 2 degre´s de liberte´. Dans ce
mode`le, Mercure est suppose´ eˆtre un corps rigide, ne subissant aucune force exte´rieure (hormis
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l’action du Soleil), e´voluant sur une orbite ke´ple´rienne et en rotation autour de son axe de
plus grande inertie (comme souvent dans la litte´rature). Notre Hamiltonien est compose´ de trois
termes : le potentiel duˆ au proble`me des deux corps, l’e´nergie cine´tique de rotation et le potentiel
duˆ au champ de gravite´. Ce potentiel est tronque´ au deuxie`me ordre en harmoniques sphe´riques
(C20 et C
2
2 e´tant les seules dont on ait une bonne estimation graˆce a` la mission Mariner 10 et aux
observations radar), de´veloppe´ en se´rie de l’excentricite´ et moyennise´ sur les courtes pe´riodes.
L’angle (σ) exprimant la re´sonance spin-orbite 3 : 2 est de´fini comme nouvelle variable du
proble`me (son moment lui est associe´ de sorte a` pre´server la canonicite´ du jeu de variables ainsi
obtenu) :
σ =
2λ1 − 3lo
2
(1.6)
ou` λ1 est notre variable angulaire, toujours non singulie`re, qui tient compte de la rotation
et lo est l’anomalie moyenne et repre´sente donc la re´volution de Mercure autour du Soleil.
L’Hamiltonien moyenne´ est ensuite tronque´ a` l’ordre 2 en excentricite´ et notre jeu de variables
canoniques de´finitif (σ1, σ3 Λ1,Λ3) (ou` σ1 est associe´ a` l’angle re´sonant) est mis en place.
Les e´quilibres de ce mode`le sont calcule´s et interpre´te´s. Les valeurs d’e´quilibres de l’obliquite´
e´cliptique correspondant aux e´tats de Cassini de l’axe du moment angulaire, une parenthe`se,
montrant que Mercure ve´rifie les lois de Cassini ge´ne´ralise´es, est ouverte. En outre, comme il
a e´te´ prouve´ que Mercure se trouve actuellement dans l’e´tat de Cassini n˚1 (ou plus exacte-
ment a` proximite´ de celui-ci), notre variable σ3 peut eˆtre conside´re´e comme un deuxie`me angle
re´sonant (commensurabilite´ des nœuds). Une e´tude de la stabilite´ des e´quilibres est re´alise´e
mais n’aboutit a` une conclusion que pour trois des quatre e´quilibres. Apre`s un passage en co-
ordonne´es carte´siennes et une translation a` l’e´quilibre, l’Hamiltonien est de´veloppe´ en se´rie de
Mac Laurin a` l’ordre 2 en les variables. Trois transformations canoniques successives (dans le
but, respectivement, d’e´liminer les termes croise´s de l’Hamiltonien ainsi obtenu, d’associer a`
chaque variable et a` son moment conjugue´ le meˆme coefficient et de passer en coordonne´es
angle-action afin d’e´liminer, dans ce mode`le de base, les variables angulaires) sont ensuite ap-
plique´es et permettent de calculer les deux fre´quences propres de notre syste`me.
Dans le quatrie`me chapitre, nous ge´ne´ralisons notre mode`le de base a` un mode`le a` 3 degre´s
de liberte´ en conside´rant a` pre´sent que l’axe du moment angulaire et l’axe de plus grande inertie
sont dissocie´s. Nous en recalculons les e´quilibres et les trois fre´quences propres.
Deux perturbations sont ensuite applique´es a` notre mode`le dans le chapitre 5. La premie`re
est l’introduction d’une pre´cession constante du nœud ascendant duˆ a` l’action des plane`tes du
Syste`me Solaire. On constate que, contrairement a` la Lune, cet effet est assez faible et introduit
seulement une variation de quelques secondes d’arc sur les valeurs d’e´quilibre de l’obliquite´
e´cliptique ainsi qu’une variation de 3 0/00 de la troisie`me pe´riode propre. Une e´tude de l’effet
des deux plane`tes principales (a` savoir Ve´nus pour sa proximite´ de Mercure et Jupiter pour
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sa taille) prises se´pare´ment ou ensemble est e´galement propose´e. La seconde perturbation est
l’introduction d’une pre´cession constante du pe´ricentre ; nous avons montre´ que son influence
est quasi ne´gligeable.
Le chapitre suivant analyse le couplage existant entre les 2 degre´s de liberte´ principaux
σ1 et σ3. Le premier agit comme une perturbation pe´riodique rapide de faible amplitude sur le
deuxie`me. Tandis, qu’a` l’inverse, le deuxie`me peut eˆtre conside´re´ comme une perturbation lente
et adiabatique agissant sur le premier. Des me´thodes diffe´rentes ont donc duˆ eˆtre imple´mente´es
pour e´tudier ces interactions.
Dans le chapitre 7, les termes d’ordre 3 et 4 en excentricite´ sont introduits comme pertur-
bations. Leur effet respectif est e´tudie´ a` l’aide de la me´thode de Lie. Nous avons montre´ que
l’influence des termes d’ordre 4 sur les pe´riodes des variables angulaires est bien plus impor-
tante que celle des termes d’ordre 3.
Dans le chapitre 8, l’Hamiltonien exprime´ en variables carte´siennes et translate´ a` l’e´quilibre
est, cette fois, de´veloppe´ en se´rie de Mac Laurin a` l’ordre 3 puis 4 en les variables, les nou-
veaux termes obtenus e´tant conside´re´s comme des perturbations du mode`le de base. Apre`s les
trois transformations successives pre´cite´es (voir description du troisie`me chapitre), on obtient
un Hamiltonien, formule´ en variables angle-action, pre´sentant une de´pendance en angle. Une
moyennisation jusqu’a` l’ordre 2 a` l’aide de la technique du Triangle de Lie, nous permet de
conclure que ce sont les termes de´pendant du premier degre´ de liberte´ qui influencent le plus les
fre´quences propres. L’effet des termes du troisie`me ordre sur les valeurs d’e´quilibre du moment
angulaire, de l’obliquite´ e´cliptique et de l’angle entre l’axe du moment angulaire et le plus petit
axe d’inertie est e´galement e´tudie´. La meˆme de´marche est effectue´e pour les termes d’ordre 4.
Finalement, dans le chapitre 9, l’excentricite´ et l’inclinaison sont conside´re´es comme des
fonctions lentes du temps, ce qui est effectivement le cas lorsque que l’on prend en compte
l’action des autres plane`tes du Syste`me Solaire. La de´pendance en temps ainsi introduite agit
comme une petite perturbation et peut eˆtre e´tudie´e graˆce a` la the´orie de l’invariant adiabatique.
L’effet de l’excentricite´ et de l’inclinaison est analyse´ pour chacune des quatre transformations
pre´cite´es au travers de l’e´valuation des fonctions “reste”. On constate que l’inclinaison joue un
roˆle important dans la translation a` l’e´quilibre et dans la transformation permettant l’e´limination
des termes croise´s tandis que l’excentricite´ agit principalement dans la transformation visant a`
associer a` chaque variable et a` son moment conjugue´ le meˆme coefficient. Une illustration
nume´rique du caracte`re adiabatique de notre mode`le est pre´sente´e dans la dernie`re section.
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CHAPITRE 2
RE´FE´RENTIELS ET VARIABLES
Dans ce premier chapitre, nous allons poser les diffe´rents repe`res que nous avons choisis afin
de mode´liser au mieux et de fac¸on la plus ge´ne´rale possible la rotation re´sonante de Mercure
en tenant compte de sa triaxialite´. Nous construirons ensuite nos jeux de variables canoniques
partiellement non singuliers a` partir des e´le´ments de Delaunay et des variables d’Andoyer.
2.1 Syste`mes de coordonne´es
Contrairement a` Belestkii (1972) et a` Peale (1974) qui, dans leurs premiers papiers, ne
conside´raient que trois re´fe´rentiels, le repe`re orbital e´tant pris comme repe`re inertiel, nous al-
lons travailler, comme Kinoshita (1972), avec quatre syste`mes de re´fe´rence dont l’origine est
fixe´e au centre de masse de Mercure (D’Hoedt & Lemaıˆtre, 2004). Ces repe`res sont les sui-
vants :
– ( ~X0, ~Y0, ~Z0), conside´re´ comme le repe`re inertiel. Dans ce travail, nous le prendrons tou-
jours comme e´tant lie´ au plan de l’e´cliptique fixe´ a` une certaine e´poque avec ~X0 et ~Y0
dans ce plan et ~Z0 lui e´tant normal. Toutefois, une alternative tout aussi approprie´e aurait
e´te´ de choisir le plan de Laplace e´galement fixe´ a` une certaine e´poque.
– ( ~X2, ~Y2, ~Z2) avec ~Z2 oriente´ dans la direction de l’axe du moment angulaire et ~X2 dans
la direction du nœud ascendant du plan e´quatorial sur le plan de l’e´cliptique.
– ( ~X3, ~Y3, ~Z3) lie´ a` la forme de Mercure, avec ~Z3 dans la direction de l’axe de plus grande
inertie et ~X3 dans la direction de l’axe de plus petite inertie1.
– ( ~X1, ~Y1, ~Z1) que nous appellerons repe`re orbital, avec ~Z1 normal au plan orbital et ~X1
dans la direction du pe´ricentre.
1Notons que l’axe de plus petite inertie est le plus grand axe de la figure et qu’inverse´ment l’axe de plus grande
inertie est le plus petit axe de la figure (voir Annexe A).
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Les trois premiers repe`res sont lie´s entre eux par deux jeux d’angles d’Euler (h,K,−) et (g, J, l)
(voir Figure 2.1) ou`
– h est l’angle entre les axes ~X0 et ~X2,
– g l’angle entre ~X2 et le nœud ascendant du plan e´quatorial de l’ellipsoı¨de sur le plan
normal a` l’axe du moment angulaire,
– l l’angle forme´ par le nœud ascendant du plan e´quatorial de l’ellipsoı¨de sur le plan normal
a` l’axe du moment angulaire et l’axe ~X3,
– K l’angle entre ~Z0 et ~Z2. Nous appellerons cet angle l’obliquite´ e´cliptique afin d’e´viter
toute confusion avec l’obliquite´ au sens habituel qui est l’angle entre le vecteur normal a`
l’orbite ~Z1 et l’axe du moment angulaire,
– J l’angle forme´ par ~Z2 et ~Z3.
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FIG. 2.1 – Les trois repe`res ( ~X0, ~Y0, ~Z0), ( ~X2, ~Y2, ~Z2) et ( ~X3, ~Y3, ~Z3) centre´s au centre de masse
de Mercure ou` les deux premiers sont lie´s entre eux par le jeu d’angles d’Euler (h,K,−) et les
deux derniers par le jeu (g, J, l).
Le repe`re orbital est lie´ au repe`re inertiel par un troisie`me jeu d’angles d’Euler (Ωo, io, ωo) ou`
l’indice “o” est utilise´ pour “orbital”. Dans cet ensemble d’angles, Ωo est la longitude du nœud
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ascendant, io est l’inclinaison et ωo est l’argument du pe´ricentre (voir Figure 2.2).
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FIG. 2.2 – Le repe`re orbital ( ~X1, ~Y1, ~Z1) centre´ au centre de masse de Mercure lie´ au repe`re
inertiel ( ~X0, ~Y0, ~Z0) par les 3 angles d’Euler (Ωo, io, ωo).
2.2 Variables canoniques
Pour de´crire le mouvement de Mercure, nous avons besoin de deux jeux de variables : les
orbitales et les rotationnelles.
Nous choisirons comme variables orbitales les e´le´ments de Delaunay par rapport au plan de
l’e´cliptique :
Lo, Go, Ho, lo, go, ho. (2.1)
Les lettres majuscules de´signent les moments conjugue´s associe´s aux angles lo (anomalie moyen-
ne), go = ωo et ho = Ωo et sont classiquement de´finis par :
Lo = m
√
µa, Go = Lo
√
1− e2, Ho = Go cos io (2.2)
ou` e est l’excentricite´, a le demi grand-axe de l’orbite de Mercure, µ = G(m+M) en premie`re
approximation avec G la constante de gravitation universelle,m la masse de Mercure etM celle
du Soleil.
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Pour la rotation, comme Deprit (1967) et Kinoshita (1972), nous prendrons comme point de
de´part les variables d’Andoyer
L,G,H, l, g, h (2.3)
ou`
– G est la norme du moment angulaire,
– L = G cos J est la projection du moment angulaire sur l’axe Z3 et
– H = G cosK est la projection du moment angulaire sur l’axe Z0.
Le proble`me de ces variables d’Andoyer est que les variables angulaires ne sont pas bien
de´finies siK et/ou J sont nuls. Toutefois, leur somme reste toujours bien de´finie, c’est pourquoi,
nous allons choisir un nouveau jeu de variables partiellement non singulie`res (Λ1,Λ2,Λ3, λ1, λ2,
λ3) ou`
λ1 = l + g + h (2.4)
λ2 = −l (2.5)
λ3 = −h (2.6)
Λ1 = G (2.7)
Λ2 = G− L = G(1− cos J) (2.8)
Λ3 = G−H = G(1− cosK). (2.9)
Notons que la transformation des variables d’Andoyer en nos nouvelles variables est une
transformation canonique.
Pour les e´le´ments orbitaux, un tel jeu non-singulier de variables, appele´es “e´le´ments de De-
launay modifie´s”, existe aussi mais e´tant donne´ que ni l’excentricite´ ni l’inclinaison de Mercure
ne sont proches de 0, il n’est pas utile d’effectuer cette transformation.
CHAPITRE 3
BREF RAPPEL SUR LE TRIANGLE DE LIE
Nous allons, a` pre´sent, parcourir rapidement les diffe´rentes e´tapes qui permettent de moyen-
niser, jusqu’a` l’ordre voulu, un Hamiltonien inte´grable soumis a` l’action d’une petite perturba-
tion.
Soit donc un Hamiltonien
H(αi, Ai) = H0(αi, Ai) +  P (αi, Ai, ) (3.1)
ou` H0(αi, Ai) est un mode`le de base inte´grable avec αi les variables angulaires et Ai leurs
moments conjugue´s,  un petit parame`tre et P (αi, Ai, ) une perturbation.
Une transformation normalisante des variables (αi, Ai) en les variables angle-action (ψi, Ji)
nous permettra d’obtenir un Hamiltonien transforme´ dont la premie`re partie ne de´pend plus des
nouvelles variables angulaires ψi :
H(Ji, ψi) = H0(Ji) + P(Ji, ψi, ). (3.2)
L’Hamiltonien de base H0(Ji) ainsi obtenu est a` pre´sent inte´gre´. En effet, en ne´gligeant la per-
turbation, les nouvelles variables d’action seront constantes tandis que les nouvelles variables
angulaires seront des fonctions line´aires du temps. Notons que la variable d’action Ji est pro-
portionnelle a` l’aire sous-tendue par l’orbite pe´riodique ferme´e simple et non singulie`re obtenue
pour une valeur h fixe´e de l’Hamiltonien dans le plan de phase (αi, Ai).
La moyennisation d’un Hamiltonien peut s’effectuer en utilisant la technique du “Triangle
de Lie”. Pour cela, exprimons notre Hamiltonien (3.2) de la manie`re suivante (en nous limitant
a` un seul degre´ de liberte´) :
H(J, ψ) = H0(J) +
∑
i≥0
i
i!
Hi(J, ψ) (3.3)
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ou` les puissances de  servent a` hie´rarchiser les diffe´rents termes de la perturbation et ou` H0
ne de´pend pas de l’angle sur lequel on cherche a` moyenniser. Notons que, dans la suite de ce
chapitre, ce que nous appellerons H0i ne sera rien d’autre que le Hi de l’e´quation (3.3).
L’Hamiltonien moyenne´ complet (note´ H¯) s’e´crit :
H¯(J¯ , ψ¯) = H¯(J¯) +R(J¯ , ψ¯) (3.4)
avec
H¯(J¯) =
N∑
i=0
i
i!
H i0(J¯ , ) (3.5)
l’Hamiltonien moyenne´ tronque´ (ou` les H i0(J¯ , ) sont de nouvelles fonctions de J¯ uniquement)
et R(J¯ , ψ¯) une fonction “reste” de´pendant encore de ψ¯.
Les fonctions H i0 sont obtenues par la formule de re´currence suivante :
H in = H
i−1
n+1 +
n∑
j=0
Cjn[H
i−1
n−j;Wj+1] (3.6)
ou` Cjn =
n!
j!(n−j)! , [ ; ] est le crochet de Poisson
1 et W le ge´ne´rateur, e´galement de´veloppe´ en
puissances de  :
W =
∑
i≥0
i
i!
Wi+1. (3.7)
En outre, J¯ et ψ¯ sont telles que
˙¯J = O(N+1) (car les H i0 ne de´pendent pas de ψ¯) (3.8)
⇒ J¯ ' cste (jusqu’a` l’ordre N)
˙¯ψ =
∂H00
∂J¯
+
∑
i≥1
i
i!
∂H i0
∂J¯
= ω +
∑
i≥1
i
i!
∂H i0
∂J¯
(3.9)
avec ω la fre´quence principale de ψ¯.
La formule (3.6) peut eˆtre illustre´e a` l’aide du Triangle de Lie ou` un e´le´ment est obtenu a`
1La de´finition du crochet de Poisson a` 1 degre´ de liberte´ est donne´e par [X;Y ] = ∂X∂q
∂Y
∂p − ∂X∂p ∂Y∂q avec q la
variable et p le moment.
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partir de son voisin de gauche et de tous les e´le´ments se trouvant au-dessus de ce dernier :
H00
H01 H
1
0
H02 H
1
1 H
2
0 (3.10)
H03 H
1
2 H
2
1 H
3
0
H04 H
1
3 H
2
2 H
3
1 H
4
0
Le terme H00 du triangle est H0 et les H
0
i correspondent aux Hi.
Les formules pour calculer les premiers termes sont :
H10 = H
0
1 + [H
0
0 ;W1] (3.11)
H11 = H
0
2 + C
0
1 [H
0
1 ;W1] + [H
0
0 ;W2] (3.12)
H20 = H
1
1 + [H
1
0 ;W1] (3.13)
H12 = H
0
3 + C
0
2 [H
0
2 ;W1] + C
1
2 [H
0
1 ;W2] + [H
0
0 ;W3] (3.14)
H21 = H
1
2 + C
0
1 [H
1
1 ;W1] + C
1
1 [H
1
0 ;W2] (3.15)
H30 = H
2
1 + [H
2
0 ;W1]. (3.16)
Remarquons qu’a` l’ordre 1 (ligne 1), le ge´ne´rateurW1 n’est pas connu ; a` l’ordre 2,W2 est
inconnu et ainsi de suite. Toutefois, comme l’on construit les Hamiltoniens interme´diairesH i0 de
sorte a` ce qu’ils soient inde´pendants de l’angle (ou des angles dans le cas d’un proble`me a` plu-
sieurs degre´s de liberte´) sur lequel on effectue la moyennisation, la connaissance du ge´ne´rateur
Wi n’est pas ne´cessaire a` l’ordre i et est donc calcule´ a posteriori (comme nous allons le voir
ci-apre`s).
Nous ne de´taillerons ici que les deux premiers ordres (les seuls intervenant dans ce travail)
et la me´thode y affe´rant.
Pour le premier ordre, prenons doncH10 comme e´tant la partie moyenne deH
0
1 , c’est-a`-dire
H10 =
∫ 2pi
0
H01 dψ (3.17)
(ψ e´tant l’angle par rapport auquel on effectue la moyennisation). Cette inte´grale est tre`s facile
a` e´valuer si l’Hamiltonien est de´veloppe´ en se´rie de Poisson (3.3). Il suffit, en effet, de prendre
tous les termes deH01 qui ne de´pendent pas de ψ et de les mettre dansH
1
0 . On peut donc ensuite
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calculer le ge´ne´rateurW1 graˆce a` l’e´quation homologique (3.11)
∂H00
∂J︸︷︷︸
ω
∂W1
∂ψ
= H01 −H10 (3.18)
⇔ W1 = 1
ω
∫
(H01 −H10 )dψ (3.19)
ou` ω (= ∂H
0
0
∂J
) est la fre´quence du proble`me non perturbe´.W1 est ainsi a` pre´sent connu, comme
une fonction pe´riodique en ψ.
Pour le deuxie`me ordre, nous calculons d’abord H˜20 (le tilde se re´fe`rera toujours a` un Ha-
miltonien provisoire, ou` le terme qui inclut le ge´ne´rateur de l’ordre courant n’est pas encore
calcule´) :
H˜20 = H
0
2 + [H
0
1 ;W1] + [H
1
0 ;W1]. (3.20)
On prendH20 comme e´tant la partie moyenne de H˜
2
0 . Et, de la meˆme manie`re que pre´ce´demment
(e´q. 3.19), avec
H20 = H˜
2
0 + [H
0
0 ;W2], (3.21)
nous obtenons :
W2 =
1
ω
∫
(H˜20 −H20 ) dψ. (3.22)
L’expression de l’Hamiltonien moyenne´ au 2e`me ordre ainsi obtenu est donne´e par
H¯(J¯ , ψ¯) = H00 (J¯) + H
1
0 (J¯) +
2
2
H20 (J¯) +R(J¯ , ψ¯) (3.23)
ou`R(J¯ , ψ¯) est une fonction “reste” que nous ne´gligerons, en ge´ne´ral, e´tant d’ordre de 3.
CHAPITRE 4
FORMULATION HAMILTONIENNE :
PREMIER MODE`LE DE ROTATION A` 2
DEGRE´S DE LIBERTE´ SANS
PERTURBATIONS PLANE´TAIRES
Nous allons, dans ce chapitre, construire notre mode`le de rotation re´sonante a` 2 degre´s de
liberte´. Nos hypothe`ses simplificatrices sont les suivantes : Mercure est un corps rigide, e´voluant
sur une orbite ke´ple´rienne et en rotation autour de son plus petit axe d’inertie (i.e. J = 0). Son
mouvement n’est, de plus, soumis a` l’action d’aucune force dissipative.
Notre but e´tant d’e´tudier les effets a` moyennes et longues pe´riodes, nous effectuerons une
moyennisation de l’Hamiltonien du syste`me sur les courtes pe´riodes. En outre, la re´sonance
spin-orbite 3 : 2 de Mercure e´tant sa caracte´ristique principale, nous cre´erons un nouveau jeu
de variables canoniques base´ sur cette particularite´.
Nous calculerons ensuite les e´quilibres de ce mode`le et leur stabilite´. En chemin, nous mon-
trerons que l’e´quilibre correspondant a` la situation actuelle de Mercure ve´rifie les lois de Cassini
ge´ne´ralise´es et que nous sommes, en fait, en pre´sence d’une double re´sonance : la re´sonance
3 : 2 mode´lise´e par le premier degre´ de liberte´ et la commensurabilite´ des nœuds (de type 1 : 1)
mode´lise´e par le deuxie`me degre´ de liberte´.
Finalement, apre`s plusieurs transformations canoniques, nous exprimerons notre Hamilto-
nien en coordonne´es angle-action ce qui nous permettra d’obtenir les fre´quences propres de nos
2 degre´s de liberte´.
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4.1 Expression ge´ne´rale de l’Hamiltonien
Supposons donc que Mercure est un corps rigide qui e´volue sur une orbite elliptique fixe´e
avec les parame`tres orbitaux actuels :
a = 57.9× 106 km, eo = 0.206, io = 7˚.
Sans perturbation plane´taire, l’Hamiltonien du proble`me peut eˆtre e´crit :
H = −m
3µ2
2L2o
+ T (Λ1,Λ2,Λ3, λ1, λ2, λ3) + VG(Λ1,Λ2,Λ3, λ1, λ2, λ3) (4.1)
ou`
– le premier terme est l’e´nergie potentielle du proble`me des deux corps,
– T (Λ1,Λ2,Λ3, λ1, λ2, λ3) est l’e´nergie cine´tique de rotation et
– VG(Λ1,Λ2,Λ3, λ1, λ2, λ3) le potentiel du champ de gravite´.
On peut montrer (Deprit, 1967) que
T =
(Λ1 − Λ2)2
2I3
+
1
2
(Λ21 − (Λ1 − Λ2)2)
(
sin2 λ2
I1
+
cos2 λ2
I2
)
(4.2)
ou` I1, I2, I3 sont les moments d’inertie de la plane`te avec I1 < I2 < I3 (voir Annexe A).
Comme Peale (1974) et d’autres auteurs (Beletskii, 1972 ou Burns, 1979), et parce que
seulement tre`s peu de donne´es sont connues a` propos de Mercure, nous limiterons le de´velop-
pement de VG au second ordre en harmoniques sphe´riques, les autres ordres e´tant conside´re´s
comme des perturbations sur le mode`le de base :
VG = −GMm
r
(
Re
r
)2 [
C02 P2(sin θ) + C
2
2 P
2
2 (sin θ) cos 2ϕ
]
(4.3)
ou` C02 et C
2
2 ont pour expression :
C02 =
I1 + I2 − 2I3
2
(4.4)
C22 =
I2 − I1
4
, (4.5)
P2 est le polynoˆme de Legendre de second ordre
P2(x) =
1
2
(3x2 − 1),
P 22 le polynoˆme de Legendre associe´ de second ordre
P 22 (x) = 3(1− x2),
Re le rayon e´quatorial de Mercure, r la distance entre les centres de masses de Mercure et du
Soleil, θ et ϕ de´signent respectivement la latitude et la longitude du Soleil dans le repe`re lie´ aux
axes principaux d’inertie de Mercure ( ~X3, ~Y3, ~Z3) (voir Annexe B pour le de´tail du calcul).
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4.2 De´veloppement du potentiel VG : mode`le simplifie´ a` 2
degre´s de liberte´
Exprimons a` pre´sent, VG en termes des coordonne´es carte´siennes :
x¯3 = cosϕ cos θ
y¯3 = sinϕ cos θ
z¯3 = sin θ
ou` (x¯3, y¯3, z¯3) est le vecteur unite´ dans la direction du corps perturbateur (ici le Soleil). L’indice
“3” est utilise´ pour rappeler que nous travaillons dans le repe`re ( ~X3, ~Y3, ~Z3).
De`s lors, en remplac¸ant les polynoˆmes de Legendre par leur expression, nous obtenons :
VG = −GMm
r3
(Re)
2
[
C02
2
(2z¯23 − x¯23 − y¯23) + 3C22 (x¯23 − y¯23)
]
. (4.6)
Toutefois, notre but e´tant d’e´crire le potentiel dans les variables rotationnelles (Λ1,Λ2,Λ3, λ1,
λ2, λ3) et orbitales (Lo, Go, Ho, lo, go, ho), nous devons exprimer le vecteur unite´ (x¯3, y¯3, z¯3)
dans le repe`re orbital ( ~X1, ~Y1, ~Z1) :
 x¯3y¯3
z¯3
 = R3(l)R1(J)R3(g)R1(K)R3(h)×
R3(−ho)R1(−io)R3(−go)
 cos vosin vo
0
 (4.7)
= R3(−λ2)R1(J)R3(λ1 + λ2 + λ3)R1(K)R3(−λ3)×
R3(−ho)R1(−io)R3(−go)
 cos vosin vo
0
 (4.8)
ou` vo est l’anomalie vraie et Ri les matrices de rotation (les indices indiquent l’axe autour
duquel la rotation est effectue´e).
Supposons a` pre´sent que J = 0, ce qui signifie que l’axe du moment angulaire ~Z2 et le
troisie`me axe principal d’inertie ~Z3 coı¨ncide. Cette supposition tre`s proche de la re´alite´ est
fre´quemment utilise´e dans la litte´rature (Peale, 1974). Remarquons que, dans ce cas, les angles l
et g ne sont plus bien de´finis mais que leur somme l’est toujours. Le changement de coordonne´es
devient :
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 x¯3y¯3
z¯3
 = R3(l + g)R1(K)R3(h)R3(−ho)R1(−io)R3(−go)
 cos vosin vo
0
 (4.9)
= R3(λ1 + λ3)R1(K)R3(−λ3)×
R3(−ho)R1(−io)R3(−go)
 cos vosin vo
0
 . (4.10)
Re´e´crivons maintenant l’e´quation (4.6) de manie`re a` faire apparaıˆtre
a3
r3
:
VG = −GMm
a3
a3
r3
(Re)
2
[
C02
2
(2z¯23 − x¯23 − y¯23) + 3C22 (x¯23 − y¯23)
]
. (4.11)
Ainsi, en utilisant la relation
Lo = m
√
µ a (4.12)
et les habituels de´veloppements en excentricite´ jusqu’a` l’ordre 3 (Brouwer & Clemence, 1961) :
r
a
= 1 +
1
2
e2 +
(
−e+ 3
8
e3
)
cos lo − 1
2
e2 cos 2lo − 3
8
e3 cos 3lo
(4.13)
r
a
cos v0 = −3
2
e+
(
1− 3
8
e2
)
cos lo +
(
1
2
e− 1
3
e3
)
cos 2lo +
3
8
e2 cos 3lo
+
1
3
e3 cos 4lo (4.14)
r
a
sin v0 =
(
1− 5
8
e2
)
sin lo +
(
1
2
e− 5
12
e3
)
sin 2lo +
3
8
e2 sin 3lo
+
1
3
e3 sin 4lo, (4.15)
nous parvenons a` introduire les deux variables orbitales manquantes lo et Lo dans l’expression
du potentiel VG, qui s’e´crit, en remplac¸ant (4.10) dans (4.11) :
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VG = −GMm
L6o
µ3(Re)
2 ×
{
C02
[
a000 +
5∑
i=1
a00i cos (i lo) +
2∑
j=1
5∑
i=−5
a0ji cos (jλ3 + i lo)
+
5∑
i=1
b00i sin (i lo) +
2∑
j=1
5∑
i=−5
b0ji sin (jλ3 + i lo)
]
(4.16)
+ 3C22
[ 5∑
i=−5
a20i cos (2λ1 + i lo) +
4∑
j=1
5∑
i=−5
a2ji cos (2λ1 + jλ3 + i lo)
+
5∑
i=−5
b20i sin (2λ1 + i lo) +
4∑
j=1
5∑
i=−5
b2ji sin (2λ1 + jλ3 + i lo)
]}
ou` les coefficients almn et blmn de´pendent de K,ho, io, go et e (les quatre derniers parame`tres
e´tant conside´re´s comme constants dans cette partie du travail) avec l,m et n les coefficients de
λ1, λ3 et lo respectivement1. Le mode`le de base ainsi obtenu est donc fonction de seulement
trois moments (Λ1, Λ3 au travers de K, Lo) et trois variables (λ1, λ3 et lo).
4.3 Angle re´sonant
Comme nous l’avons de´ja` dit, Mercure se trouve en re´sonance spin-orbite de type 3 : 2. Ce
qui signifie que le temps qui lui est ne´cessaire pour effectuer deux re´volutions autour du Soleil
est quasi e´gal a` celui qu’il met pour effectuer trois rotations sur lui-meˆme. Ce phe´nome`ne peut
s’exprimer dans nos variables par
λ˙1 ' 3
2
l˙o. (4.17)
Les deux ensembles de variables canoniques (orbitales et rotationnelles) sont ainsi lie´s dans
cette commensurabilite´.
De´finissons donc
σ =
2λ1 − 3lo
2
(4.18)
comme e´tant l’angle re´sonant2 et conservons Λ1 comme e´tant son moment conjugue´. Afin de
1Le de´veloppement complet, mais ne´anmoins re´duit au maximum, de cette formule fait plusieurs dizaines de
pages et n’est donc pas donne´.
2Il est a` noter que la transformation permettant de passer de nos anciennes variables (lo, λ1) a` nos nouvelles
variables (lo, σ) n’est pas unimodulaire vu que les e´le´ments de la matrice de transformation doivent tous eˆtre
entiers, ce qui n’est pas le cas ici de par la pre´sence du coefficient 32 dans l’expression de σ. Toutefois, ceci ne
portera pas a` conse´quence dans la suite de ce travail e´tant donne´ que ce coefficient porte sur l’anomalie moyenne
qui n’est pas une de nos variables internes de la rotation et n’interviendra donc plus directement dans nos calculs.
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garder une transformation canonique, nous devons associer a` lo un nouveau moment conjugue´ :
Λo = Lo +
3
2
Λ1. (4.19)
En effet, une condition suffisante pour qu’une transformation soit canonique est qu’il y ait
conservation de la forme diffe´rentielle. De`s lors, pour passer des variables (lo, λ1, Lo,Λ1) au
variables (lo, σ,Λo,Λ1) en conservant Λ1 comme moment associe´ a` σ, nous devons ve´rifier la
relation suivante :
dλ1 Λ1 + dlo Lo = dσΛ1 + dlo Λo
= d(
2λ1 − 3lo
2
)Λ1 + dlo Λo
= dλ1 Λ1 − 3
2
dlo Λ1 + dlo Λo
ce qui implique que
Λo = Lo +
3
2
Λ1.
Si nous substituons dans (4.16) les anciennes variables par ces nouvelles variables, nous
obtenons apre`s moyennisation sur les courtes pe´riodes :
〈VG〉 = − GMm
7
(Λ0 − 32Λ1)6
µ3 (Re)
2 ×[1
2
C02 a000 + 3C
2
2
(
a200 cos 2σ + b200 sin 2σ
+
4∑
k=1
(a2k0 cos (2σ + kλ3) + b2k0 sin (2σ + kλ3))
)]
(4.20)
ou` 〈〉 signifie “moyennise´ sur les courtes pe´riodes”. La forme de´veloppe´e de 〈VG〉 est :
〈VG〉 = − GMm
7
(Λ0 − 32Λ1)6
µ3 (Re)
2(
1
2
C02 γ1 + 3C
2
2γ2) (4.21)
ou`
γ1 =
(
1 +
3 e2
2
)[
− 1
4
(
− 1 + 3 cos i2o
)(
− 1 + 3 cos2K
)
−3 cos io cosK cos(ho + λ3) sin io sinK
−3
4
(
1− cos2 io
)(
1− cos2K cosK
)
cos(2ho + 2λ3)
]
(4.22)
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et
γ2 =
1
16
(7 e
2
− 123 e
3
16
)(
1− cos io
)2 (
1− cosK
)2
cos(2ho + 4λ3 + 2σ − 2 go)
+
53 e3
128
(
1− cosK
)2
sin2 io cos(2ho + 4λ3 + 2σ)
+
1
4
(7 e
2
− 123 e
3
16
)(
1− cos io
)(
1− cosK
)
sin io sinK
× cos(ho + 3λ3 + 2σ − 2 go)
+
53 e3
32
cos io
(
1− cosK
)
sin io sinK cos(ho + 3λ3 + 2σ)
+
3
8
(7 e
2
− 123 e
3
16
)
sin2 io sin
2K cos(2λ3 + 2σ − 2 go)
+
53 e3
64
(
2− 3 sin2 io
)
sin2K cos(2λ3 + 2σ)
+
1
4
(7 e
2
− 123 e
3
16
)(
1 + cos io
)(
1 + cosK
)
sin io sinK
× cos(ho − λ3 − 2σ + 2 go)
−53 e
3
32
cos io
(
1 + cosK
)
sin io sinK cos(ho − λ3 − 2σ)
+
1
16
(7 e
2
− 123 e
3
16
)(
1 + cos io
)2 (
1 + cosK
)2
cos(2ho − 2σ + 2 go)
+
53 e3
128
(
1 + cosK
)2
sin2 io cos(2ho − 2σ). (4.23)
4.4 Hamiltonien simplifie´
Etant donne´ que l’excentricite´ e de Mercure est d’environ 0.206, nous allons seulement
garder les termes en
(
1+ 3 e
2
2
)
et
(
7 e
2
− 123 e3
16
)
mais pas en e3 seul ; ces termes seront a` inclure
comme perturbation du mode`le simplifie´.
L’Hamiltonien ainsi obtenu s’e´crit :
〈H〉 = − m
3µ2
2
(
Λo − 3Λ1
2
)2 + Λ212I3 − GMm
7 µ3R2e
(Λ0 − 32Λ1)6
×
[
1
2
C02
(
1 +
3 e2
2
)(
− 1
4
(
− 1 + 3 cos i2o
)(
− 1 + 3 cos2K
)
− 3 cos io cosK cos(σ3) sin io sinK
− 3
4
(
1− cos2 io
)(
1− cos2K
)
cos(2σ3)
)
+3C22
(7 e
2
− 123 e
3
16
)( 1
16
(
1− cos io
)2 (
1− cosK
)2
× cos(2σ1 + 4σ3)
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+
1
4
(
1− cos io
)(
1− cosK
)
sin io sinK cos(2σ1 + 3σ3)
+
3
8
sin2 io sin
2K cos(2σ1 + 2σ3)
+
1
4
(
1 + cos io
)(
1 + cosK
)
sin io sinK cos(2σ1 + σ3)
+
1
16
(
1 + cos io
)2 (
1 + cosK
)2
cos(2σ1)
)]
(4.24)
avec
σ1 = σ − ho − go, σ3 = λ3 + ho. (4.25)
Comme, cette fois encore, nous de´sirons garder Λ1 et Λ3 comme moments conjugue´s associe´s
a` σ1 et σ3, nous devons associer a` ho et go de nouveaux moments conjugue´s H ′o et G
′
o afin que
la transformation reste canonique :
H ′o = Ho + Λ1 − Λ3, G′o = Go + Λ1. (4.26)
4.5 Petit mode`le mathe´matique a` 1 degre´ de liberte´
Nous ouvrons ici une parenthe`se pour montrer que si nous supposons que l’inclinaison de
l’orbite de Mercure est nulle, nous obtenons un mode`le tre`s re´duit a` 1 seul degre´ de liberte´ :
〈H1〉 = Λ1
2
2 I3
− m
3 µ2
2
(
Λ0 − 3Λ12
)2 − GMm7 µ3R2e(Λ0 − 32Λ1)6
×
[
1
2
C02
(
1
2
(1 +
3
2
e2)− 3
2
(1 +
3
2
e2) cos2K
)
+3C22
(
1
4
(
7
2
e− 123
16
e3) cos (2σ1) +
1
2
(
7
2
e− 123
16
e3) cosK cos (2σ1)
+
1
4
(
7
2
e− 123
16
e3) cos2K cos (2σ1)
)]
(4.27)
Ce mode`le est de´ja` tre`s utile car il peut servir de premie`re approximation pour diverses
e´tudes.
De plus, ce mode`le pouvant aise´ment se ramener a` un mode`le pendulaire dont l’expression
typique est
H =
1
2
p2 − b cos q
avec p le moment et q la variable, sa dynamique est parfaitement connue.
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4.6 Equilibres du mode`le simplifie´ a` 2 degre´s de liberte´
Calculons a` pre´sent les e´quations du mouvement :
σ˙1 =
d〈H〉
dΛ1
=
∂〈H〉
∂Λ1
+
∂〈H〉
∂(cosK)
∂(cosK)
∂Λ1
(4.28)
σ˙3 =
d〈H〉
dΛ3
=
∂〈H〉
∂(cosK)
∂(cosK)
∂Λ3
(4.29)
Λ˙1 = −d〈H〉
dσ1
=
4∑
i=0
di sin(2σ1 + iσ3) (4.30)
Λ˙3 = −d〈H〉
dσ3
=
2∑
i=1
d′i sin(iσ3) +
4∑
i=1
d′′i sin(2σ1 + iσ3), (4.31)
ou` les coefficients di, d′i et d
′′
i de´pendent de io, K et e. (Voir Annexe C pour les expressions des
deux dernie`res e´quations).
Afin de calculer les e´quilibres du proble`me, nous devons annuler chacun des membres de
droite des e´quations et re´soudre le syste`me ainsi obtenu.
Les e´quations (4.30) et (4.31) nous fournissent quatre couples de valeurs pour (σ1, σ3) a`
l’e´quilibre :
(σ1, σ3) = (0, 0), (pi/2, 0), (0, pi), (pi/2, pi). (4.32)
Il nous reste maintenant a` re´soudre le syste`me compose´ des e´quations (4.28) et (4.29).
Or par (2.9),
cosK = 1− Λ3
Λ1
. (4.33)
De`s lors,
∂(cosK)
∂Λ3
= − 1
Λ1
. (4.34)
Les expressions (4.29) et (4.28) e´gale´es a` 0 peuvent donc eˆtre re´e´crite respectivement de la
fac¸on suivante :
∂〈H〉
∂(cosK)
= 0 (4.35)
et
∂〈H〉
∂Λ1
= 0. (4.36)
Nous pouvons maintenant re´soudre l’e´quation (4.35) pour les deux couples (σ1, σ3) signifi-
catifs afin de trouver les diffe´rentes valeurs de l’obliquite´ e´cliptique K a` l’e´quilibre.
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Pour le cas (σ1, σ3) = (0, 0), nous trouvons
sin (io −K) = 0 ou (4.37)
sin (io −K) =
C22
(
7 e
2
− 123 e3
16
)
C02
(
1 + 3 e
2
2
)
− C22
(
7 e
2
− 123 e3
16
) . (4.38)
Les solutions de l’e´quation (4.37) sont e´videmment :
K1 = io et K2 = io + pi. (4.39)
Pour l’e´quation (4.38), avec les valeurs traditionnelles (Anderson et al, 1987) C20 = −0.6 10−4
et C22 = 0.1 10
−4, elles valent
K3 = 102.3319˚ et K4 = −88.3319˚. (4.40)
Ces solutions correspondent aux quatre e´tats mentionne´s dans Peale (1974). Pour les deux
premie`res valeurs deK, l’axe du moment angulaire est respectivement paralle`le ou antiparalle`le
a` la normale au plan orbital. Les deux autres valeurs de l’obliquite´ e´cliptique de´pendent des co-
efficients C20 et C
2
2 ; elles existent pour une tre`s large gamme de ces deux coefficients couvrant
largement les estimations actuelles (Margot, 2007) de ces coefficients (voir Figure 5.1, p.58).
Le cas (σ1, σ3) = (pi/2, 0) fournit comme e´quations :
sin (io −K) = 0 et (4.41)
sin (io −K) =
−C22
(
7 e
2
− 123 e3
16
)
C02
(
1 + 3 e
2
2
)
− C22
(
7 e
2
+ 123 e
3
16
) (4.42)
qui nous permettent a` nouveau de trouver quatre valeurs de l’obliquite´ e´cliptique : les deux
premie`res sont les meˆmes que pre´ce´demment (K1 = io et K2 = io + pi) et les deux dernie`res
valent
K5 = 90.4461˚ et K6 = −76.4461˚. (4.43)
Ces deux configurations (σ1, σ3) = (0, 0) et (σ1, σ3) = (pi/2, 0) sont bien diffe´rentes
puisque, par exemple, en K = io, pour (σ1, σ3) = (0, 0), lorsque la plane`te est au pe´ricentre,
l’axe de plus petit moment d’inertie l’est aussi tandis que pour (σ1, σ3) = (pi/2, 0), lorsque
Mercure se trouve au pe´ricentre, l’axe de plus petit moment d’inertie est perpendiculaire a` la
direction du pe´ricentre (et aucune autre valeur d’e´quilibre de K ne peut le ramener dans la
premie`re configuration). Par contre, les deux dernie`res configurations ge´ome´triques de (4.32)
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(a` savoir (σ1, σ3) = (0, pi) et (σ1, σ3) = (pi/2, pi)) sont les meˆmes que les deux premie`res.
En effet, pour (σ1, σ3) = (0, pi), en K = io, lorque la plane`te est au pe´ricentre, l’axe de plus
petit moment d’inertie est a` l’apocentre, l’e´quilibre (σ1, σ3, K) = (0, 0, io) correspond donc a`
l’e´quilibre (σ1, σ3, K) = (0, pi, io + pi) et inversement, l’e´quilibre (σ1, σ3, K) = (0, 0, io + pi)
correspond a` l’e´quilibre (σ1, σ3, K) = (0, pi, io). Le meˆme raisonnement peut eˆtre applique´ aux
e´quilibres (σ1, σ3) = (pi/2, 0) et (σ1, σ3) = (pi/2, pi).
Nous repre´sentons a` la Figure 4.1, la position des e´quilibres pour les deux configurations
(σ1, σ3) = (0, 0) et (σ1, σ3) = (pi2 , 0).
K1 = io
K3
K2 = ????io
K4
????????????????? ???????????????????
K1 = io
K5
K2 = ????io
K6
FIG. 4.1 – Valeurs angulaires de l’obliquite´ e´cliptique K pour les deux configurations physi-
quement diffe´rentes (σ1, σ3) = (0, 0) et (σ1, σ3) = (pi2 , 0). La ligne en pointille´s correspond a`
K = 0. Les valeurs nume´riques sont donne´es dans le Tableau 4.1.
L’insertion des valeurs d’e´quilibre de σ1 et σ3 dans l’e´quation (4.36) nous permet de trou-
ver nume´riquement les valeurs d’e´quilibre de Λ1 pour chaque valeur d’e´quilibre de K et par
conse´quent celles de Λ3 graˆce a` la relation (2.9) (voir Tableau 4.1).
Les valeurs nume´riques du Tableau 4.1 sont calcule´es avec Re, le rayon e´quatorial de Mer-
cure,m, la masse de Mercure et l’anne´e pris respectivement comme unite´ de longueur, de masse
et de temps. Il est a` noter que les valeurs de Λ1 sont e´gales pour K3 et K4 et pour K5 et K6.
Pour les autres valeurs de K, elles diffe`rent les unes des autres a` la douzie`me de´cimale.
La tre`s faible obliquite´ de Mercure implique que son obliquite´ e´cliptique K est tre`s proche
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(σ1, σ3) (io −K)(˚) (K)(˚) Λ1(mRe2an ) Λ3(mRe
2
an
)
(0, 0) 0 K1 = 7 13.303 0.099
180 K2 = 7 + 180 13.303 26.507
−95.3319 K3 = 102.3319 13.303 16.144
95.3319 K4 = −88.3319 13.303 12.9157
(pi
2
, 0) 0 K1 = 7 13.303 0.099
180 K2 = 7 + 180 13.303 26.507
−83.4461 K5 = 90.4461 13.303 13.407
83.4461 K6 = −76.4461 13.303 10.1853
TAB. 4.1 – Valeurs a` l’e´quilibre de l’obliquite´ e´cliptiqueK pour (σ1, σ3) = (0, 0) et (σ1, σ3) =
(pi
2
, 0). Pour chaque valeur Ki, on obtient la valeur de Λ1 et de Λ3 a` l’e´quilibre.
de son inclinaison io. Nous pouvons donc conside´rer que Mercure se trouve actuellement en
libration autour du premier e´quilibre du Tableau 4.1.
4.6.1 Parenthe`se sur les lois de Cassini Ge´ne´ralise´es
Montrons ici que cet e´quilibre (σ1, σ3, K) = (0, 0, 7˚) ve´rifie les lois de Cassini ge´ne´ralise´es
(Lemaıˆtre et al., 2006). Comme explique´ dans Beletsky (2000), ces lois sont valables pour une
orbite ke´ple´rienne et pour une pre´cession du nœud et du pe´ricentre constante. Elles s’expriment
de la fac¸on suivante :
1. Le corps tourne autour d’un axe principal d’inertie avec une vitesse angulaire e´gale (ou
proche) a` 3
2
n.
En effet, a` l’e´quilibre, ~Z2 = ~Z3 car J = 0, Mercure tourne donc bien autour du troisie`me
axe principal d’inertie. De plus, σ3 = 0 implique que h = ho et σ1 = 0 implique que
l + g = −h+ 3
2
lo + go + ho =
3
2
lo + go, on obtient de`s lors que
d(l + g)
dt
=
3
2
l˙o + g˙o (4.44)
ou` go est un angle lent, sa de´rive´e est donc ne´gligeable et vaut 0 dans le cas d’un mouve-
ment ke´ple´rien pur.
2. L’axe du moment angulaire du corps et la normale au plan orbital forment un angle
constant.
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Comme, a` l’e´quilibre, l’obliquite´ e´cliptiqueK est constante, l’obliquite´ θ (dont l’expres-
sion en fonction de K est donne´e ci-dessous (e´q. 4.45)) l’est aussi :
cos θ = cos io cosK + sin io sinK cos (ho − h) (4.45)
3. L’axe du moment angulaire du corps (~Z2), la normale au plan orbital (~Z1) et l’axe de
pre´cession de l’orbite (~Z0) sont coplanaires.
Cette assertion est triviale pour un proble`me ke´ple´rien pur car, dans ce cas, a` l’e´quilibre,
K = io et donc ~Z1 = ~Z2. On peut montrer que cette proposition reste vraie si l’on
introduit dans le mode`le des pre´cessions constantes.
4. Chaque fois que le corps passe au pe´ricentre de son orbite, un des axes principaux d’iner-
tie orthogonaux et le rayon vecteur du pe´ricentre se trouvent a` e´gale distance de la ligne
des nœuds.
Le passage au pe´ricentre implique que lo = 0. De plus, a` l’e´quilibre, σ1 = 0 = σ3. En
rassemblant ces deux conditions, nous pouvons de´duire qu’au pe´ricentre, l + g = go, ou`
l + g est la distance angulaire entre la ligne des nœuds et l’axe ~X3 quand J = 0, et go est
la distance angulaire entre la ligne des nœuds et le pe´ricentre.
Comme montre´ par Colombo (1966), les e´tats de Cassini peuvent eˆtre au nombre de deux
ou quatre pour des corps pre´sentant une syme´trie axiale. Peale (1969) a comple´te´ cette the´orie
en ajoutant les effets dus a` la triaxialite´ et a` la re´sonance spin-orbite et est arrive´ a` la conclusion
que si la diffe´rence du plus petit et du plus grand moment d’inertie est suffisamment importante
( I3−I1
I3
> 10−6), il y aura 4 e´tats de Cassini. Plus cette diffe´rence sera petite plus l’e´tat de Cassini
n˚1 s’e´cartera de la normale au plan inertiel (~Z0) tandis que la position 4 (correspondant a` notre
e´quilibre instableK3 (voir section 4.7)) s’en rapprochera ; ces deux e´tats finissant par coı¨ncider
(la position 1 devenant instable par la meˆme occasion) pour des valeurs de I3−I1
I3
< 10−6. De`s
lors, pour Mercure, pour un large intervalle de valeurs probables de I3−I1
I3
, il y aura quatre e´tats
ou` l’axe du moment angulaire sera fixe´.
Mercure se trouvant actuellement a` l’e´tat de Cassini n˚1 (Peale, 1974), notre e´quilibre prin-
cipal correspond, dans le cas ke´ple´rien, a` cet e´tat de Cassini.
4.6.2 Commensurabilite´ des nœuds
Comme nous l’avons de´ja` dit, le fait que σ3 soit nul a` l’e´quilibre implique que h = ho,
ce qui signifie que le nœud ascendant du plan normal a` l’axe du moment angulaire sur le plan
de l’e´cliptique et le nœud ascendant du plan orbital sur le plan de l’e´cliptique coı¨ncident. On
peut donc conside´rer σ3 comme un deuxie`me “angle re´sonant” de type 1 :1. Les deux plans
(plan normal a` l’axe du moment angulaire et plan orbital) pre´cessant a` la meˆme vitesse, l’axe
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du moment angulaire garde toujours la meˆme orientation par rapport au plan orbital. Notons
que parler re´sonance des nœuds, bien que abusivement admis dans la litte´rature, n’est pas tout
a fait correct, il s’agit plutoˆt ici d’une commensurabilte´ des nœuds aussi appele´e, dans un autre
contexte, par (Ferraz-Mello et al., 1993) corotation des nœuds.
4.7 Stabilite´ des e´quilibres
Limitons-nous a` pre´sent a` la configuration d’e´quilibre (σ1, σ3) = (0, 0) et substituons toutes
les valeurs d’e´quilibre de Λ1 et Λ3 dans les quatre e´quations aux variations
dσ˙1 =
∂2〈H〉
∂σ1 ∂Λ1
dσ1 +
∂2〈H〉
∂2Λ1
dΛ1 +
∂2〈H〉
∂σ3 ∂Λ1
dσ3 +
∂2〈H〉
∂Λ3 ∂Λ1
dΛ3
dσ˙3 =
∂2〈H〉
∂σ1 ∂Λ3
dσ1 +
∂2〈H〉
∂Λ1 ∂Λ3
dΛ1 +
∂2〈H〉
∂σ3 ∂Λ3
dσ3 +
∂2〈H〉
∂2Λ3
dΛ3
dΛ˙1 = −(∂
2〈H〉
∂2σ1
dσ1 +
∂2〈H〉
∂Λ1 ∂σ1
dΛ1 +
∂2〈H〉
∂σ3 ∂σ1
dσ3 +
∂2〈H〉
∂Λ3 ∂σ1
dΛ3)
dΛ˙3 = −( ∂
2〈H〉
∂σ1 ∂σ3
dσ1 +
∂2〈H〉
∂Λ1 ∂σ3
dΛ1 +
∂2〈H〉
∂2σ3
dσ3 +
∂2〈H〉
∂Λ3 ∂σ3
dΛ3).
Pour e´tudier la stabilite´ des quatre e´quilibres obtenus dans la section pre´ce´dente pour (σ1, σ3) =
(0, 0), nous devons calculer les valeurs propres de ce syste`me. Nous trouvons ainsi que deux
d’entre eux sont stables (leurs valeurs propres sont imaginaires pures et conjugue´es 2 a` 2) et que
les deux autres, correspondant a` K = K3 et K = K4, sont de´ge´ne´re´s car deux de leurs valeurs
propres sont nulles (voir Tableau 4.2).
Valeurs propres Stabilite´
K1 = io (0.396 i,−0.396 i, 0.006 i,−0.006 i) Stable
K2 = 180 + io (0.005 i,−0.005 i, 2 10−9 i,−2 10−9 i) Stable
K3 = 102.3319 (0.18 i,−0.18 i, 0, 0) ?
K4 = −88.3319 (0.18 i,−0.18 i, 0, 0) ?
TAB. 4.2 – Stabilite´ des e´quilibres dans le cas (σ1, σ3) = (0, 0) et J = 0 .
L’e´quilibreK1, correspondant a` l’e´tat actuel de Mercure, e´tant effectivement stable, nous ne
conside´rerons plus que cet e´quilibre pour le mode`le a` 2 degre´s de liberte´.
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4.8 Fre´quence des deux variables angulaires
Nous allons, dans cette section, effectuer une se´rie de transformations afin d’extraire un
Hamiltonien simplifie´, exprime´ en variables angle-action, du type
H = ν1 J1 + ν3 J3 (4.46)
ou` les Ji sont les variables d’action et les νi sont les fre´quences des variables angulaires ψi.
Cette formulation pre´sente de nombreux avantages : elle permet, entre autres, d’obtenir facile-
ment les fre´quences. De plus, lorsque des perturbations seront greffe´es sur ce mode`le et qu’une
moyennisation s’imposera, l’expression (4.46), inde´pendante des variables angulaires, consti-
tuera l’e´le´ment H00 du Triangle de Lie (3.10), la perturbation occupant les autres cases de la
premie`re colonne du triangle.
Les diffe´rentes transformations canoniques successives que nous allons ope´rer afin d’aboutir
a` l’expression (4.46) sont au nombre de cinq :
1. Passage en coordonne´es carte´siennes permettant d’e´viter les singularite´s,
2. Translation a` l’e´quilibre. Cette transformation sera suivie d’un de´veloppement de l’Ha-
miltonien en se´rie de Mac Laurin jusqu’a` l’ordre 2. L’Hamiltonien sera alors du type
H = a x21 + b x1x3 + c x
2
3 + d η
2
1 + e η1η3 + f η
2
3. (4.47)
3. Elimination des termes croise´s (c’est-a`-dire x1x3 et η1η3) dans l’Hamiltonien (4.47),
4. Changement d’e´chelle afin d’attribuer a` chaque couple “variable-moment” le meˆme co-
efficient ; ce qui nous donnera L’Hamiltonien suivant :
H = γu(u
2 + U2) + γv(v
2 + V 2). (4.48)
5. Passage en coordonne´es angle-action afin d’obtenir la forme voulue (4.46) de notre Ha-
miltonien.
4.8.1 Passage aux coordonne´es carte´siennes
Mercure n’e´tant e´videmment pas bloque´ exactement a` la re´sonance 3 : 2, il effectue une
petite libration autour de sa position d’e´quilibre. Afin de reproduire cette oscillation, introdui-
sons de nouvelles variables, carte´siennes cette fois, ξi et ηi. En coordonne´es polaires, les angles
correspondants varient de 0 a` 2pi.
η1 =
√
2Λ1 sinσ1 (4.49)
η3 =
√
2Λ3 sinσ3 (4.50)
ξ1 =
√
2Λ1 cosσ1 (4.51)
ξ3 =
√
2Λ3 cosσ3 (4.52)
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ou` les ηi sont les variables et les ξi les moments conjugue´s associe´s3.
4.8.2 Translation a` l’e´quilibre
Pour mesurer l’amplitude et la pe´riode de cette libration, nous nous plac¸ons a` l’e´quilibre a`
l’aide d’un changement de variables :
x1 = ξ1 − ξ∗1 (4.53)
x3 = ξ3 − ξ∗3 (4.54)
ou` ξ∗1 et ξ
∗
3 sont les valeurs a` l’e´quilibre de ξ1 et ξ3. Dans notre cas, ξ
∗
1 = 5.1581 et ξ
∗
3 = 0.4453.
Aucun changement de variables n’est ne´cessaire pour les ηi vu qu’a` l’e´quilibre (σ1, σ3) = (0, 0),
on obtient (η1, η3) = (0, 0).
De´veloppons ensuite l’Hamiltonien en se´ries de η1, η3, x1 et x3 a` l’ordre 2. On obtient une
expression de la forme (D’Hoedt & Lemaıˆtre, 2005) :
〈H〉 = a x21 + b x1x3 + c x23 + d η21 + e η1η3 + f η23 (4.55)
ou` les termes d’ordre 1 ont disparu e´tant donne´ que l’on se trouve a` l’e´quilibre.
Et nume´riquement :
〈H〉 = 39.12645x21 + 0.00051x1x3 + 0.00296x23
+0.001 η21 + 0.00017 η1η3 + 0.00295 η
2
3. (4.56)
4.8.3 Elimination des termes croise´s : ”Untangling Transformation”
Afin d’e´liminer les termes croise´s, nous effectuons une transformation canonique appele´e
“untangling transformation” (Henrard & Schwanen, 2004, Henrard & Lemaıˆtre, 2005) :
η1 = r − β s (4.57)
η3 = (1− αβ) s+ α r (4.58)
x1 = R (1− αβ)− α S (4.59)
x3 = S + β R. (4.60)
Les coefficients α et β sont obtenus comme suit. Soit l’Hamiltonien (4.55) re´e´crit sous la
forme suivante :
〈H〉 = (drr
2
η21 + dsr η1η3 +
dss
2
η23) +
(
dRR
2
x21 + dSR x1x3 +
dSS
2
x23), (4.61)
3Les expressions analytiques comple`tes des Hamiltoniens obtenus dans cette section et les suivantes e´tant
excessivement longues, nous n’avons pas pu les joindre a` ce manuscrit.
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apre`s transformation, cet Hamiltonien s’e´crit :
〈H〉 = (dr′r′
2
r2 + ds′r′ r s+
ds′s′
2
s2) +
(
dR′R′
2
R2 + dS′R′ RS +
dS′S′
2
S2), (4.62)
ou` les coefficients sont donne´s par les relations suivantes
dr′r′ = drr + 2 dsr α+ dss α
2 (4.63)
ds′r′ = −2 drr β + 2 dsr (1− 2αβ) + 2 dss α (1− αβ) (4.64)
ds′s′ = drr β
2 − 2 dsr β (1− αβ) + dss (1− αβ)2 (4.65)
dR′R′ = dRR (1− αβ)2 + 2 dSR β (1− αβ) + dSS β2 (4.66)
dS′R′ = −2 dRR α (1− αβ) + 2 dSR (1− 2αβ) + 2 dSS β (4.67)
dS′S′ = dRR α
2 − 2 dSR α+ dSS. (4.68)
Le but e´tant de supprimer les termes croise´s, nous annulons les e´quations (4.64) et (4.67).
Le syste`me ainsi obtenu permet de de´terminer les valeurs de α et β. Pour notre mode`le, nous
trouvons
α = 0 (4.69)
β = 0.086336 (4.70)
et l’Hamiltonien sans termes croise´s s’e´crit :
〈H〉 = dr′r′
2
r2 +
ds′s′
2
s2 +
dR′R′
2
R2 +
dS′S′
2
S2 (4.71)
= 0.001 r2 + 39.12643R2 + 0.00294 s2 + 0.00296S2. (4.72)
4.8.4 Changement d’e´chelle
Un changement de variables supple´mentaire va nous permettre d’avoir, dans l’expression de
l’Hamiltonien, le meˆme coefficient pour chaque variable et son moment associe´. Cette transfor-
mation s’e´crit :
r = α′ u, R =
U
α′
(4.73)
s = β′ v, S =
V
β′
, (4.74)
.
52 CHAPITRE 4 : Mode`le de rotation a` 2 degre´s de liberte´
Dans ces variables, l’Hamiltonien prend cette forme :
〈H〉 = dr′r′
2
α′2 u2 +
ds′s′
2
β′2 v2 +
dR′R′
2
U2
α′2
+
dS′S′
2
V 2
β′2
. (4.75)
α′ et β′ sont obtenus en identifiant respectivement les coefficients de u2 et de U2 et ceux de
v2 et de V 2 :
dr′r′ α
′2 =
dR′R′
α′2
et ds′s′ β′2 =
dS′S′
β′2
. (4.76)
L’Hamiltonien s’e´crit alors
〈H〉 = γu(u2 + U2) + γv(v2 + V 2). (4.77)
Dans notre mode`le,
α′ = 14.0532 (4.78)
β′ = 1.00187 (4.79)
et donc
〈H〉 = 0.19812 (u2 + U2) + 0.00295 (v2 + V 2). (4.80)
4.8.5 Passage aux coordonne´es angle-action
Passons finalement en coordonne´es “angle-action” :
u =
√
2J1 sinψ1 (4.81)
U =
√
2J1 cosψ1 (4.82)
v =
√
2J3 sinψ3 (4.83)
V =
√
2J3 cosψ3. (4.84)
Dans ces variables, nous obtenons un Hamiltonien de´pendant seulement des moments :
〈H〉 = ν1 J1 + ν3 J3 (4.85)
ou` ν1 et ν3 sont les fre´quences des angles ψ1 et ψ3. Dans notre simulation,
ν1 = 0.396234
1
an
, (4.86)
ν3 = 0.005899
1
an
. (4.87)
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La pe´riode de ψ1 est donc de 15.8573 ans et celle de ψ3 de 1065.08 ans4. En outre ces
pe´riodes sont e´galement celles du mouvement de σ1 et de σ3. En effet, pendant la dure´e d’un tour
complet de ψi autour de son e´quilibre, σi effectue un aller-retour entre ses valeurs de libration
minimum et maximum (voir Figure 4.2). Ces re´sultats coı¨ncident avec ceux de Rambaux & Bois
(communication prive´e) obtenus par le mode`le nume´rique SONYR (mais pour une excentricite´
et une inclinaison le´ge`rement diffe´rentes), qui trouvent 15.84 ans pour ψ1 et 1062 ans pour ψ3.
!i
"i
FIG. 4.2 – Pendant que ψi effectue un tour complet, σi oscille entre ses valeurs minimale et
maximale.
4Il est a` noter que ces pe´riodes auraient, bien entendu, pu eˆtre obtenues de`s l’e´quation (4.72) ou` notre Hamil-
tonien est e´crit sous la forme d’un oscillateur harmonique duquel on peut tirer les deux fre´quences en prenant la
racine carre´e du produit des coefficients associe´s a` chaque paire “variable-moment”. Toutefois, comme nous vou-
lions e´galement l’expression de notre Hamiltonien en angle-action pour nos de´veloppements futurs, nous avons
tenu a` effectuer la succession comple`te des transformations.
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CHAPITRE 5
MODE`LE A` 3 DEGRE´S DE LIBERTE´
Dans ce chapitre, nous ge´ne´raliserons notre mode`le de base a` deux dimensions a` un mode`le
a` trois dimensions afin de prendre en compte le fait qu’en re´alite´, l’axe du moment angulaire et le
plus petit axe d’inertie sont dissocie´s. Nous calculerons ensuite les e´quilibres de l’Hamiltonien
ainsi obtenu et leur stabilite´. Enfin, nous donnerons les valeurs des pe´riodes propres de chacun
des 3 degre´s de liberte´.
5.1 Hamiltonien simplifie´ a` 3 degre´s de liberte´
Revenons donc, a` pre´sent, au cas a` 3 degre´s de liberte´. Dans ce mode`le, J 6= 0 ce qui
signifie physiquement que l’on conside`re que l’axe normal au plan de l’orbite, l’axe du moment
angulaire et l’axe de plus grande inertie sont tous distincts. Graˆce a` cette hypothe`se, λ2 est
maintenant bien de´fini.
Le potentiel s’e´crit de`s lors (D’Hoedt & Lemaıˆtre, 2006) :
< VG > = − GMm
7
(Λ0 − 32Λ1)6
µ3 (Re)
2
×
[1
2
C02
(
d000 +
2∑
k=1
d00k cos (kσ3) +
4∑
k=0
d22k cos (2σ1 + 2λ2 + kσ3)
)
+3C22
( 2∑
k=−2
d02k cos (2λ2 + kσ3) +
4∑
k=0
d20k cos (2σ1 + kσ3)
+
4∑
k=0
d24k cos (2σ1 + 4λ2 + kσ3)
)]
(5.1)
avec dlmn de´pendant de io, J,K et e et ou` l est le coefficient de σ1, m celui de λ2 et n celui de
σ3. L’expression comple`te de < VG > est donne´ dans l’ Annexe D.
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5.2 Equilibres du mode`le a` 3 degre´s de liberte´
A nouveau, les e´quilibres peuvent eˆtre calcule´s en annulant les e´quations du mouvement
σ˙1 =
d〈H〉
dΛ1
=
∂〈H〉
∂Λ1
+
∂〈H〉
∂(cosK)
∂(cosK)
∂Λ1
(5.2)
λ˙2 =
d〈H〉
dΛ2
=
∂〈H〉
∂(cos J)
∂(cos J)
∂Λ2
(5.3)
σ˙3 =
d〈H〉
dΛ3
=
∂〈H〉
∂(cosK)
∂(cosK)
∂Λ3
(5.4)
Λ˙1 = −d〈H〉
dσ1
=
4∑
k=0
f22k sin (2σ1 + 2λ2 + kσ3) +
4∑
k=0
f20k sin(2σ1 + kσ3)
+
4∑
k=0
f24k sin (2σ1 + 4λ2 + kσ3) (5.5)
Λ˙2 = −d〈H〉
dλ2
= f ′020 sin(2λ2) +
4∑
k=0
f ′22k sin (2σ1 + 2λ2 + kσ3)
+
2∑
k=−2
f ′02k sin (2λ2 + kσ3) +
4∑
k=0
f ′24k sin (2σ1 + 4λ2 + kσ3) (5.6)
Λ˙3 = −d〈H〉
dσ3
=
2∑
i=1
f ′′00k sin(kσ3) +
4∑
k=0
f ′′22k sin (2σ1 + 2λ2 + kσ3)
+
2∑
k=−2
f ′′02k sin (2λ2 + kσ3) +
4∑
k=0
f20k sin(2σ1 + kσ3)
+
4∑
k=0
f ′′24k sin (2σ1 + 4λ2 + kσ3) (5.7)
ou` les coefficients flmn, f ′lmn et f
′′
lmn de´pendent de io, K, J et e. Notons que le premier terme de
l’e´quation (5.6) provient de l’e´nergie cine´tique (4.2).
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L’e´quation (5.6) fournit les valeurs d’e´quilibre pour λ2 :
λ2 ∈ {0, pi
2
}. (5.8)
Pour chacune de ces valeurs de λ2, les e´quations (5.5) et (5.7) fournissent les meˆmes e´quilibres
que dans notre mode`le a` deux dimensions (4.32) :
(σ1, σ3) = (0, 0), (pi/2, 0), (0, pi), (pi/2, pi). (5.9)
Pour J , dans notre mode`le, la valeur d’e´quilibre attendue (car correspondant a` la situation
actuelle de Mercure) est 0. Or si J est nul, notre jeu de variables devient partiellement singulier.
C’est pourquoi nous allons effectuer le changement de variables suivant afin de travailler en
variables carte´siennes :
η1 =
√
2Λ1 sinσ1 (5.10)
η2 =
√
2Λ2 sinλ2 (5.11)
η3 =
√
2Λ3 sinσ3 (5.12)
ξ1 =
√
2Λ1 cosσ1 (5.13)
ξ2 =
√
2Λ2 cosλ2 (5.14)
ξ3 =
√
2Λ3 cosσ3. (5.15)
A l’e´quilibre, pour (σ1, λ2, σ3) = (0, 0, 0), on trouve :
ξ2 = 0 ou ξ2 = ξ1 (5.16)
or par (5.14) et (2.8) en λ2 = 0,
ξ2 = ξ1
√
1− cos J (5.17)
ce qui revient donc a` dire qu’a` l’e´quilibre,
J = 0 ou J =
pi
2
. (5.18)
ll est a` remarquer que J = pi
2
est la valeur obtenue par Deprit (1967) dans son mode`le de
pure rotation libre, c’est-a`-dire en absence de champ de gravite´ (voir Annexe E).
Pour J = 0, on retrouve les quatre meˆmes valeurs d’e´quilibre pour l’obliquite´ e´cliptique K
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et pour ξ1 que dans le mode`le a` deux dimensions. L’expression des deux valeurs de l’obliquite´
e´cliptique de´pendant de C20 et C
2
2 e´tant a` pre´sent donne´e par :
io −K = ± arccos
(“
7 e
2
− 123 e3
16
”
(C20−2C22−(C20+2C22) cos2 J)
2
“
1+ 3 e
2
2
”
(C20+6C22−3 (C20+2C22) cos2 J)
+
“
7 e
2
− 123 e3
16
”
(C20−2C22−(C20+2C22) cos2 J)“
7 e
2
− 123 e3
16
”
(−C20+2C22+(C20+2C22) cos2 J)
)
. (5.19)
Notons que ces deux valeurs sont bien de´finies en J = 0 pour toutes les valeurs possibles de
C20 et C
2
2 (voir Figure 5.1). En effet, en remplac¸ant J par 0 et e par 0.206 dans (5.19), on trouve
que les seules valeurs qui annulent le de´nominateur sont donne´es par
C20 = 0.614671C
2
2 (5.20)
ce qui est impossible vu que, par de´finition (voir e´qs. B.13 et B.12), C20 et C
2
2 sont de signes
diffe´rents et que Mercure n’est pas une sphe`re parfaite.
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FIG. 5.1 – Le graphique de gauche montre l’e´volution de l’obliquite´ e´cliptique K3 (en degre´s)
en fonction de C20 et C
2
2 pour J = 0. Le graphique de droite donne les valeurs possibles de K4.
Par contre, pour J = pi
2
, on ne retrouve que deux valeurs d’e´quilibre au lieu de quatre, soient
K = 7˚ et K = 187˚ (5.21)
a` cause d’un malencontreux choix nume´rique pour C20 et C
2
2 . En effet, l’expression permettant
d’obtenir les deux autres valeurs de K est donne´e par
io −K = ± arccos
(C20 − 2 C22)(72 e+ 12316 e3)
2(C20 + 6C
2
2)(1 +
3 e2
2
)− (C20 − 2 C22)(72 e+ 12316 e3)
(5.22)
dont le membre de droite vaut ±pi quand C20 = −6 C22 ce qui est justement notre cas puisque
nous avons choisi :
C20 = −0.6 10−4 et C22 = 0.1 10−4. (5.23)
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De plus, les deux valeurs K3 et K4 de l’obliquite´ e´cliptique ne sont bien pas de´finies en
J = pi
2
pour
C20 = −9.5496C22 (5.24)
ce qui pourrait eˆtre possible dans le cas de Mercure (voir Figure 5.2).
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FIG. 5.2 – Le graphique de gauche montre l’e´volution de l’obliquite´ e´cliptique K3 (en degre´s)
en fonction de C20 et C
2
2 pour J =
pi
2
. Le graphique de droite donne les valeurs possibles deK4.
Notons e´galement que pour K = 7˚, ξ1 = 5.15779, ce qui correspond a` la valeur de
d’e´quilibre de Λ1 suivante :
Λ1 = 13.3014, (5.25)
soit une valeur le´ge`rement diffe´rente de celle obtenue pour J = 0 (voit tableau Tab 4.1).
5.3 Stabilite´ des e´quilibres
A nouveau, si nous limitons notre e´tude de stabilite´ au cas (η1, η2, η3, ξ2) = (0, 0, 0, 0), i.e.
J = 0, nous retrouvons e´videmment, pour chaque valeur de l’obliquite´ e´cliptique, le meˆme de
type de stabilite´ que pour le mode`le a` deux dimensions (voir Tableau 4.2).
5.4 Pe´riodes du mode`le a` 3 degre´s de liberte´
Si nous appliquons la meˆme me´thode que pre´ce´demment (i.e. translation a` l’e´quilibre, trans-
formation de type ”untangling”, changement d’e´chelle puis passage aux variables angle-action)
au mode`le a` trois dimensions, nous obtenons l’expression suivante de l’Hamiltonien :
〈H〉 = 0.396234J1 + 0.0107591J2 + 0.00589928J3 (5.26)
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dont nous pouvons tirer la valeur des trois pe´riodes propres :
T1 = pe´riode de σ1 = 15.8573 ans (5.27)
T2 = pe´riode de λ2 = 583.989 ans (5.28)
T3 = pe´riode de σ3 = 1065.08 ans. (5.29)
Ces trois valeurs sont une tre`s bonne approximation de celles obtenues par Rambaux & Bois
(2004) qui inte`grent nume´riquement un mode`le complet de la rotation de Mercure a` l’aide de
leur mode`le nume´rique SONYR.
CHAPITRE 6
INFLUENCE DES AUTRES PLANE`TES DU
SYSTE`ME SOLAIRE
Nous n’avons jusqu’a` pre´sent conside´re´ que des mode`les purement ke´ple´riens. Toutefois,
Mercure e´tant relativement semblable a` la Lune de par sa taille, sa surface crate´rise´e et par le
fait qu’elles sont toutes deux en re´sonance spin-orbite (on trouve d’ailleurs dans la litte´rature de
nombreux exemples ou` l’e´tude de Mercure s’est base´e sur des the´ories existant pour la Lune),
l’e´tude de la pre´cession du nœud ascendant duˆ a` l’influence des autres plane`tes s’impose. En
effet, dans le cas de la Lune, ce terme de pre´cession est crucial. Nous introduirons ensuite un
deuxie`me effet indirect duˆ a` ces meˆmes plane`tes : la pre´cession du pe´ricentre (D’Hoedt et al.,
2007).
6.1 Introduction de la pre´cession du nœud ascendant
Introduisons, dans cette section, une pre´cession constante µ1 du nœud ascendant. Nous
avons ainsi la relation :
h˙o = µ1. (6.1)
De`s lors, notre Hamiltonien devient :
Kµ = 〈H〉+ µ1Ho (6.2)
= 〈H〉 − µ1(Λ1 − Λ3) (6.3)
= 〈H〉 − µ1 Λ1 cosK (6.4)
ou` 〈H〉 repre´sente l’Hamiltonien moyennise´ sans pre´cession que nous avons e´tudie´ dans la
section pre´ce´dente et ou` Ho est le moment associe´ a` ho et s’exprime en fonction de Λ1 et Λ3
graˆce a` la relation (4.26).
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Dans ce mode`le, on trouve toujours comme e´quilibre (σ1, λ2, σ3) = (0, 0, 0) et, moyennant
a` nouveau un changement de variables en coordonne´es carte´siennes, J = 0. Par contre, les
valeurs de l’obliquite´ e´cliptique K changent. Dans le Tableau 6.1, nous donnons les nouvelles
valeurs de K pour µ1 = −2.2247 10−5 par an, valeur obtenue par SONYR (Rambaux & Bois,
2004) pour une pre´cession due a` toutes les plane`tes. Dans ce tableau, les petites corrections (en
arcmin) repre´sentent la variation de Ki due a` la pre´cession. Quant aux valeurs de Λ1, elles ne
varient, par rapport aux valeurs sans pre´cession, qu’a` la sixie`me ou septie`me de´cimale.
J K (deg) Λ1(mRe
2
an
)
K1 = io + 1.586 arcmin 13.303
0 K2 = 180 + io − 1.895 arcmin 13.303
K3 = 102.099→ ∆ = −13.967 arcmin 13.303
K4= -88.094→ ∆ = 14.276 arcmin 13.303
TAB. 6.1 – Valeurs de l’obliquite´ e´cliptique K a` l’e´quilibre dans le cas (σ1, λ2, σ3) = (0, 0, 0)
et J = 0 avec une pre´cession constante µ1 due a` toutes les plane`tes.
Notons comme premier re´sultat que l’introduction de la pre´cession du nœud permet de
de´terminer la stabilite´ des troisie`me et quatrie`me e´quilibres qui ne sont plus de´ge´ne´re´s et de-
viennent instable pour l’un et stable pour l’autre (voir Tableau 6.2).
J K (deg) Valeurs propres Stabilite´
K1 (0.396 i,−0.396 i, 0.006 i,−0.006 i) stable
0 K2 (0.005 i,−0.005 i, 3 10−8 i,−3 10−8 i) stable
K3 (0.18 i,−0.18 i,−0.0001, 0.0001) instable
K4 (0.18 i,−0.18 i, 0.0001 i,−0.0001i) stable
TAB. 6.2 – Stabilite´ des e´quilibres pour les diffe´rentes valeurs de K dans le cas (σ1, λ2, σ3) =
(0, 0, 0) et J = 0 avec une pre´cession constante µ1 due a` toutes les plane`tes.
La deuxie`me conse´quence de l’introduction de cette pre´cession est une le´ge`re modifica-
tion des fre´quences propres et donc des pe´riodes du mouvement de rotation. L’influence sur les
pe´riodes de σ1 et λ2 est tre`s petite (aux alentours de 28 secondes sur une pe´riode de 15.8573 ans
pour T1 et de 85 minutes sur une pe´riode de 583.989 ans pour T2) ; par contre, la pe´riode de σ3
devient 1069.08 ans (au lieu de 1065.08 ans), ce qui signifie un accroissement non ne´gligeable
de 4 ans. Ces re´sultats correspondent a` nouveau en premie`re approximation a` ceux de Rambaux
& Bois (2004) qui trouvent 15.82 ans pour T1 et 1066.8 ans pour T3 (soit e´galement une aug-
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mentation de 4 ans par rapport a` leur valeur sans pre´cession) pour un mode`le de pre´cession plus
complet et non tronque´ en excentricite´.
6.1.1 Influence de Ve´nus et Jupiter
Si nous conside´rons l’effet d’une pre´cession due seulement a` Ve´nus (plane`te la plus proche
de Mercure), µ1V , ou seulement a` Jupiter (la plus grosse plane`te du Syste`me Solaire), µ1J , nous
n’obtenons qu’une assez mauvaise approximation de la variation de pe´riode de σ3.
Avec µ1V = −0.9569 10−5 par an,
T3 = 1066.79 ans, (6.5)
avec µ1J = −0.7229 10−5 par an,
T3 = 1066.37 ans, (6.6)
soit une variation de la pe´riode de seulement 1.71 an (respectivement 1.3 an) par rapport a` la
pe´riode obtenue dans le cadre du mode`le purement ke´ple´rien. Quant a` la variation de l’obli-
quite´ e´cliptique, elle est respectivement de 0.68 et 0.51 arcmin. Notons que l’influence de la
pre´cession sur T3 et sur K est presque line´aire. En effet,
µ1V
µ1
' δT3µ1V
δT3µ1
' δK1µ1V
δK1µ1
' 0.43 (6.7)
µ1J
µ1
' δT3µ1J
δT3µ1
' δK1µ1J
δK1µ1
' 0.32. (6.8)
Par contre, si nous prenons la pre´cession obtenue par SONYR en cumulant leurs deux effets
(µ1V+J = −1.68954 10−5 par an), l’approximation de la pe´riode de σ3 et de la variation de
l’obliquite´ e´cliptique est nettement meilleure et meˆme assez proche (T3 = 1068.11 ans, δK =
1.2 arcmin) du re´sultat obtenu en conside´rant l’ensemble des plane`tes (voir Figure 6.1).
Les points de la Figure 6.1 e´tant quasiment aligne´s, nous avons effectue´ une re´gression
line´aire du nuage de points. L’e´quation obtenue donne une bonne approximation de la variation
de la pe´riode T3 en fonction de la valeur de la pre´cession du nœud
δT3 = −1.79733 105 µ1. (6.9)
6.2 Introduction de la pre´cession du pe´ricentre
De la meˆme fac¸on que nous avons introduit la pre´cession du nœud ascendant, introduisons
a` pre´sent une pre´cession constante du pe´ricentre µ2. Graˆce a` la relation
g˙o = µ2, (6.10)
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FIG. 6.1 – Les points ont pour abscisse (de gauche a` droite et en 10−5 par an) la pre´cession du
nœud ascendant due a` toutes les plane`tes, a` Ve´nus + Jupiter, a` Ve´nus seule et a` Jupiter seul, et
pour ordonne´e la variation de la pe´riode T3 (en anne´es) correspondante. La droite a e´te´ obtenue
par re´gression line´aire du nuage de points pre´cite´.
notre Hamiltonien prend a` pre´sent la forme :
Kµ = 〈H〉+ µ1Ho + µ2Go (6.11)
= 〈H〉 − µ1(Λ1 − Λ3)− µ2 Λ1 (6.12)
= 〈H〉 − µ1 Λ1 cosK − µ2 Λ1 (6.13)
ou`Go est le moment associe´ a` go et peut s’exprimer en fonction de Λ1 graˆce a` la relation (4.26).
A nouveau, les valeurs des variables angulaires ne changent pas a` l’e´quilibre. De plus, l’in-
fluence additionnelle de µ2 sur les valeurs de l’obliquite´ e´cliptique a` l’e´quilibre n’est que d’en-
viron 10−4 arcsec pour une pre´cession du pe´ricentre due a` l’ensemble des plane`tes du Syste`me
Solaire (soit pour µ2 = 4.77998 10−5 par an). Par contre, elle modifie les valeurs d’e´quilibre
de Λ1 a` la cinquie`me de´cimale, ce qui est un ou deux ordres de grandeur de plus que lorsque
nous avions seulement ajoute´ la pre´cession du nœud. Elle est de l’ordre de 10−1 seconde pour
la pe´riode de σ1 et d’environ 12h pour la pe´riode de σ3. Pour la pe´riode de λ2, l’effet de µ2 vaut
-94 minutes ce qui est presque exactement l’oppose´ de l’effet de µ1. L’effet combine´ de µ1 et
µ2 sur T2 est donc de seulement 9.5 minutes (au lieu de quasiment une heure et demi avec µ1
seule).
CHAPITRE 7
MOUVEMENT RE´SONANT COUPLE´ :
E´TUDE LOCALE
Nous allons analyser, dans ce chapitre, le couplage existant entre les 2 degre´s de liberte´
principaux σ1 et σ3 lorsque notre Hamiltonien de base a` deux dimensions est soumis a` l’action
d’une pre´cession constante de la longitude du noeud ascendant. Les pe´riodes de ces 2 degre´s
de liberte´ e´tant d’ordres assez diffe´rents, des me´thodes diffe´rentes seront imple´mente´es pour
e´tudier leur influence mutuelle.
7.1 Espace de phase
Dans Rambaux et al. (2007b), nous nous sommes focalise´s sur la dynamique au voisinage
de l’e´quilibre K = K1. Une inte´gration nume´rique de l’Hamiltonien Kµ (e´q. 6.4) exprime´ en
coordonne´es carte´siennes (ηi, ξi) a e´te´ re´alise´e afin d’obtenir une description locale de´taille´e de
l’espace de phase a` 2 degre´s de liberte´.
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FIG. 7.1 – a : plan de phase (ξ1, η1) et b : plan de phase (ξ3, η3). Les courbes de meˆme couleur
correspondent aux meˆmes conditions initiales.
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La Figure 7.1 montre la rotation couple´e de Mercure dans les plans (ξ1, η1) et (ξ3, η3) pour
des conditions initiales ξ10 = 5.1581, η10 = 0.00, η30 = 0.00 et pour ξ30 compris entre 0.0637
et 0.5079. Sur les Figures 7.1a et 7.1b, les courbes de meˆme couleur correspondent aux meˆmes
conditions initiales. Les courbes dans le plan (ξ1, η1) pre´sentent un comportement typique d’une
re´sonance de premier ordre dans la zone de re´sonance (aussi appele´e zone de libration). Le plan
de phase (ξ3, η3) correspond a` un comportement de type “oscillateur line´aire”. Bien que le
premier degre´ de liberte´ (ξ1, η1) soit associe´ a` la pe´riode propre de 15 ans et le second (ξ3, η3)
a` la pe´riode propre de 1066 ans, (soit environ un rapport 70), leur influence mutuelle est tre`s
claire. Toutefois les pe´riodes e´tant d’ordres assez diffe´rents, l’analyse de la perturbation qu’elles
exercent l’une sur l’autre a demande´ des outils spe´cifiques. Pour les sections 7.2 et 7.3, l’e´tude
est re´alise´e pour les courbes rouges des Figures 7.1a et 7.1b correspondant a` η30 = 0.0637, i.e.
pre´sentant une forte interaction entre les 2 degre´s de liberte´. Pour la section 7.4, la me´thode des
sections de Poincare´ a e´te´ utilise´e sur la courbe bleue, i.e. η30 = 0.4453.
7.2 Slice cutting
Pour illustrer le mouvement dans le plan (ξ1, η1), la me´thode de slice cutting de´veloppe´e
par Froeschle´ (1972) a e´te´ adopte´e. L’espace des points P = (ξ1, η1, t) est conside´re´ pour
t =[0, 1053] ans, soit approximativement au cours d’une pe´riode comple`te du deuxie`me degre´
de liberte´. Une tranche de la famille de points (ξ1k, η1k) obtenue par projection de points P sur
le plan (ξ, η) est telle que
{(ξ, η, t) : tk−1 < t ≤ tk} (7.1)
ou` tk est e´gal a` k h avec h = 17 ans et k variant de 0 a` 62 (d’ou` l’intervalle de temps de
1053 ans). Un e´chantillon de ces tranches prises pour diffe´rentes valeurs de tk est donne´ a` la
Figure 7.2 afin d’illustrer le comportement des interactions dynamiques. La se´quence comple`te
permet d’identifier les diffe´rentes phases dynamiques se produisant au cours du mouvement
spin-orbite. En effet, ces tranches e´voluent avec le temps a` cause de l’interaction avec le second
degre´ de liberte´ (ξ3, η3). La projection a d’abord une forme de banane puis se de´forme le long de
sa branche supe´rieure avant de revenir a` sa forme de banane. Le meˆme phe´nome`ne se produit
ensuite le long de la branche infe´rieure. La pe´riode de cette pulsation est celle du deuxie`me
degre´ de liberte´.
A partir de ces figures, nous pouvons de´duire deux caracte´ristiques particulie`res du compor-
tement : (i) l’aire comprise a` l’inte´rieur des orbites semble constante et (ii) le centre de l’orbite
effectue une oscillation re´gulie`re au cours de la pe´riode de pulsation.
La caracte´ristique (i) est typique d’un phe´nome`ne adiabatique. Nous allons ve´rifier cette
assertion, nume´riquement et analytiquement, dans la section suivante.
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FIG. 7.2 – Comportement de l’orbite dans le plan (ξ1, η1) sur 1053 ans par tranches de 17 ans
prises a` diffe´rents instants.
7.3 Comportement adiabatique
Si nous transformons nos coordonne´es (η1, ξ1) en coordonne´es angle-action (J, ψ) a` l’aide
les relations :
η1 =
√
2 J sinψ (7.2)
ξ1 =
√
2 J cosψ, (7.3)
on peut montrer que l’aire comprise a` l’inte´rieur d’une orbite vaut 2pi J , ou` J est la variable
d’action de´finie par exemple par (Henrard, 2005) :
J =
1
4pi
∮
ξ1dη1 − η1dξ1. (7.4)
Nous pouvons e´valuer J a` chaque pas de l’inte´gration nume´rique graˆce a` l’expression ci-
dessus. La Figure 7.3 montre que l’action J est quasi constante sur 3000 ans, ceci de´montre que
le second degre´ de liberte´ agit comme un parame`tre tre`s lent sur le premier, de fac¸on adiabatique
(voir section 10).
Cette assertion est de´montre´e de manie`re analytique dans notre papier (Rambaux et al.,
2007b). Les grandes e´tapes de cette preuve sont les suivantes :
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FIG. 7.3 – Evolution temporelle de l’action J sur 3000 ans.
1. Translation a` l’e´quilibre (ξi, ηi)→ (xi, ηi) (voir section 4.8.2).
2. De´finition du deuxie`me degre´ de liberte´ comme fonction lente du temps :
x3 = A3 cos θ
η3 = B3 sin θ
(7.5)
ou` θ˙ = ω3 est la fre´quence propre (lente) du deuxie`me degre´ de liberte´ a` l’e´quilibre et A3
et B3 sont de petites amplitudes fixe´es.
3. Translation pour e´liminer les termes en θ de la partie quadratique de l’Hamiltonien (θ est
toujours pre´sent dans la fonction “reste” induite par le fait que nous de´sirons que cette
translation soit une transformation canonique).
4. Passage aux coordonne´es angle-action (J1, ψ1).
En choisissant A3 = B3 = 0.4 correspondant a` la simulation nume´rique (voir Figure 7.1b),
on trouve que l’aire J1 est presque constante : l’amplitude de l’oscillation |δJ1| est de l’ordre
de 1.2 10−7 ce qui est en accord avec le calcul nume´rique repre´sente´ sur la Figure 7.3.
7.4 Mouvement du deuxie`me degre´ de liberte´
Comme le premier degre´ de liberte´ (η1, ξ1) varie pe´riodiquement et rapidement, une section
de Poincare´ du plan (ξ3, η3) avec η1 = 0 comme plan de section a e´te´ re´alise´e. La Figure 7.4
montre cette section de Poincare´. L’orbite ainsi obtenue en fixant le premier degre´ de liberte´ est
une ellipse sans aucune oscillation. Afin de mettre en e´vidence cette forme lisse de la courbe,
le mouvement complet (avec η1 et ξ1 variables) et la section ont e´te´ superpose´s (un zoom est
pre´sente´ a` la Figure 7.5). Il est e´vident que le premier degre´ de liberte´ introduit de petites
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de´formations pe´riodiques rapides sur le second degre´ de liberte´ mais ne modifie ni la forme de
la courbe ni le comportement dynamique.
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FIG. 7.4 – Section de Poincare´ du plan (ξ3, η3) pour η1 = 0. Le mouvement est caracte´rise´ par
une section de type “pendule”.
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FIG. 7.5 – Superposition de la courbe du mouvement complet (traits pointille´s) et de la section
de Poincare´ (trait plein).
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CHAPITRE 8
DE´VELOPPEMENT A` DES ORDRES PLUS
E´LEVE´S EN EXCENTRICITE´
Nous allons, dans ce chapitre, introduire les termes d’ordre 3 et 4 en excentricite´ comme
des perturbations du mode`le de base a` 3 degre´s de liberte´. Nous e´tudierons ensuite leur effet a`
l’aide de la me´thode de Lie rappele´e dans la section 3.
8.1 Ordre 3 en excentricite´
Nous nous e´tions limite´s jusqu’a` pre´sent a` un de´veloppement au second degre´ en excen-
tricite´ (4.24). Introduisons ici dans un premier temps les termes en e3. L’expression de l’Ha-
miltonien ainsi obtenu e´tant tre`s longue1, nous ne la donnerons pas. Notons toutefois qu’elle
de´pend maintenant de l’argument du pe´ricentre go que nous conside´rons comme constant (go =
29.12478˚) dans ce chapitre. Toutefois l’e´quilibre qui nous inte´resse (a` savoir (σ1, λ2, σ3) =
(0, 0, 0),K = io et J = 0) reste inchange´, tout comme les pe´riodes T1 et T2. Seule T3 subit une
variation de quelques jours.
En effet, apre`s de multiples transformations (passage aux coordonne´es carte´siennes, trans-
lation a` l’e´quilibre, e´limination des termes croise´s du deuxie`me ordre, changement d’e´chelle –
voir chapitre 4 pour plus de de´tails), notre Hamiltonien moyenne´ sur les courtes pe´riodes s’e´crit,
en coordonne´es angle-action :
〈H3〉 = 0.396234 J1 + 0.0107591 J2 + 0.00589923 J3 + 0.0000377819 J3 sin (2ψ3) (8.1)
1plusieurs dizaines de pages dues au grand nombre de termes diffe´rents possibles, ces termes e´tant du type
Dea Cb2 η
i
1 η
j
2 η
k
3 x
l
1 ξ
m
2 , x
n
3 T
p(io)Sq(K)Ru(go)
ou` D est un coefficient, a : 0 → 3, b = 0 ou 2, i, j, k, l,m, n, p, q, u : 0 → 2 et ou` T, S et R sont soit “cos”, soit
“sin”.
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ou` l’on constate qu’a` l’ordre de troncature choisi, parmi les coefficients des termes inde´pendants
de la variable angulaire, seul celui du terme en J3 est diffe´rent de celui obtenu pour notre Hamil-
tonien de base a` trois dimensions (voir e´q. 5.26). Cette diffe´rence implique une augmentation
de 3 jours de la pe´riode propre T3. Une correction de cette valeur sera par la suite apporte´e en
raison de la pre´sence du dernier terme de (8.1).
Nous allons, a` pre´sent, moyenniser 〈H3〉 a` l’ordre 2 sur la variable angulaire ψ3 a` l’aide de
la technique de Lie. Pour ce faire, nous devons de´finir les e´le´ments H00 , H
0
1 et H
0
2 du Triangle
de Lie (voir chapitre 3). Soit donc
H00 = ν31 J1 + ν32 J2 + ν33 J3 (8.2)
H01 = 0.0000377819 J3 sin (2ψ3) (8.3)
H02 = 0 (8.4)
ou` les ν3i sont les coefficients des Ji dans l’e´quation (8.1). L’e´le´mentH10 qui est la moyenne de
H01 vaut par conse´quent 0. Ainsi, par (3.19), le ge´ne´rateur du premier ordreW1 est donne´ par
W1 = −0.0032 J3 cos (2ψ3). (8.5)
Pour le ge´ne´rateur de deuxie`me ordre, nous devons d’abord calculer H˜20 (voir e´q. 3.20) :
H˜20 = −2.41976 ∗ 10−7 J3. (8.6)
Comme H˜20 ne de´pend pas des variables angulaires, on a
H20 = H˜
2
0 (8.7)
et par conse´quent, par (3.22),
W2 = 0. (8.8)
Notre nouvel Hamiltonien moyenne´ a` l’ordre 2 et exprime´ dans les variables (J¯i, ψ¯i) est
donne´ par
〈H¯3〉 = ν31 J¯1 + ν32 J¯2 + ν33 J¯3 + 1
2
(−2.41976× 10−7 J¯3). (8.9)
On a donc que
˙¯ψ1 = ν31 (8.10)
˙¯ψ2 = ν32 (8.11)
˙¯ψ3 = ν33 +
1
2
(−2.41976× 10−7) (8.12)
ce qui correspond a` une augmentation totale de 11 jours de la pe´riode propre du troisie`me degre´
de liberte´ par rapport a` celle obtenue pour notre Hamiltonien de base a` trois dimensions (voir
5.29).
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8.2 Ordre 4 en excentricite´
L’introduction des termes en e4 ne modifiera pas non plus notre e´quilibre ni la pe´riode T1.
Par contre, cette fois l’influence sur les pe´riodes T2 et T3 est vraiment significative : -200 jours
pour T2 et -2,79 ans pour T3.
Ceci provient principalement du fait qu’en coordonne´es angle-action, l’Hamiltonien in-
cluant les termes du quatrie`me ordre en excentricite´ est donne´ par :
〈H4〉 = 0.396234 J1 + 0.0107742 J2 + 0.00591478 J3 + 0.0000377819 J3 sin (2ψ3) (8.13)
ou` l’on peut noter que les coefficients de J2 et J3 sont diffe´rents (a` la cinquie`me de´cimale pour
J2 et a` la quatrie`me de´cimale pour J3) de ceux obtenus pour notre Hamiltonien de base a` trois
dimensions (voir e´q. 5.26).
En outre, comme les termes en e4 ne de´pendent pas de g0, le coefficient du dernier terme de
(8.13) est strictement identique a` celui de 〈H3〉. Nous obtenons, de`s lors, par le meˆme raison-
nement que pre´ce´demment, les ge´ne´rateurs de 1er et 2e`me ordre suivants :
W1 = −0.0032 J3 cos (2ψ3) (8.14)
W2 = 0. (8.15)
Les formules (8.6) a` (8.12) seront, par conse´quent, e´galement valables pour le mode`le en e4
moyennant remplacement des fre´quences ν3i par celles de ce mode`le de´veloppe´ jusqu’a` l’ordre
4.
En conclusion de ce chapitre, si l’on veut affiner le mode`le de base, il semble plus judicieux
de travailler avec des de´veloppements en excentricite´ d’ordres pairs.
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CHAPITRE 9
DE´VELOPPEMENT EN SE´RIES DE η1, η3, x1
ET x3 DE L’HAMILTONIEN AUX ORDRES 3
ET 4
Nous nous e´tions jusqu’a` pre´sent limite´s au de´veloppement de l’Hamiltonien en se´ries de
η1, η3, x1 et x3 a` l’ordre 2 (voir (4.55)). Nous allons maintenant de´velopper a` des ordres plus
e´leve´s et voir a` quel point ces nouveaux termes, introduits comme des perturbations sur notre
mode`le de base, sont importants. Nous e´tudierons leurs effets sur les pe´riodes propres et sur la
valeur d’e´quilibre du moment angulaire Λ1, de l’obliquite´ e´cliptique K et de l’angle J .
9.1 Ordre 3
Pour obtenir l’expression de notre Hamiltonien a` l’ordre 3, nous l’avons de´veloppe´ en se´rie
autour de l’e´quilibre du mode`le de base, les termes du troisie`me ordre agissant donc comme
une perturbation.
L’expression de l’Hamiltonien dans les variables η1, η3, x1 et x3 e´tant assez longue, nous la
donnons dans l’Annexe F. Son expression en variables angle-action est :
〈Ho3〉 = 0.3962 J1 + 0.0108 J2 + 0.0059 J3
+75.3791 J1
3
2 cosψ1 + 0.0001
√
J1 J2 cosψ1
+0.0054
√
J1 J3 cosψ1 − 75.3714 J1 32 cos (3ψ1)
+0.0117
√
J1 J2 cos (ψ1 − 2ψ2)
−0.0115
√
J1 J2 cos (ψ1 + 2ψ2)
−0.0028
√
J1 J3 cos (ψ1 − 2ψ3) (9.1)
−0.9107 J1
√
J3 cos (2ψ1 − ψ3)
+1.7627 10−10 J2
√
J3 cos (2ψ2 − ψ3)
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−0.0137 J1
√
J3 cosψ3
+0.00007 J3
3
2 cosψ3 − 7.3454 10−8 J3 32 cos (3ψ3)
+0.9244 J1
√
J3 cos (2ψ1 + ψ3)
−1.7627 10−10 J2
√
J3 cos (2ψ2 + ψ3)
−0.0028
√
J1 J3 cos (ψ1 + 2ψ3).
Si l’on conside`re le Triangle de Lie, on peut prendre comme H00 notre Hamiltonien de base,
H00 = 0.3962 J1 + 0.0108 J2 + 0.0059 J3 (9.2)
et on place dans H01 , tous les autre termes. On a donc que H
0
1 ne contient que des termes
pe´riodiques et que H02 est nul. Par la me´thode du Triangle de Lie, on obtient :
H10 = 0 (9.3)
W1 = 190.239 J1 32 sinψ1 + 0.0003
√
J1 J2 sinψ1
+0.0135
√
J1 J3 sinψ1 − 63.4065 J1 32 sin (3. ψ1)
+0.0311
√
J1 J2 sin (ψ1 − 2ψ2)− 0.0276
√
J1 J2 sin (ψ1 + 2ψ2)
−0.0072
√
J1 J3 sin (ψ1 − 2ψ3)− 1.1578 J1
√
J3 sin (2ψ1 − ψ3)
+1.12859 10−8 J2
√
J3 sin (2ψ2 − ψ3)− 2.3157 J1
√
J3 sinψ3
+0.0119 J3
3
2 sinψ3 − 4.1503 10−6 J3 32 sin (3ψ3)
+1.1578 J1
√
J3 sin (2ψ1 + ψ3)− 0.0069
√
J1 J3 sin (ψ1 + 2ψ3)
−6.4291 10−9 J2
√
J3 sin (2ψ2 + ψ3) (9.4)
H20 = −43015.7472 J21 − 0.0401 J1 , J2 − 0.0003 J22 − 6.2862 J1 J3
−1.4278 10−6 J2 J3 − 0.00006 J23 . (9.5)
W2 e´tant assez long, nous le donnons dans l’Annexe F.
L’Hamiltonien moyenne´ exprime´ dans les variables (J¯i, ψ¯i) est donne´ par
〈H¯o3〉 = H00 +
1
2
H20
= 0.3962 J¯1 − 21507.8736 J¯21 + 0.0108 J¯2
−0.0201 J¯1 J¯2 − 0.0002 J¯22 + 0.0059 J¯3
−3.1431 J¯1 J¯3 − 7.1389 10−7 J¯2 J¯3
−0.00003 J¯23 (9.6)
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et, par conse´quent,
˙¯ψ1 = 0.3962− 43015.7 J¯1 − 0.0201 J¯2 − 3.1431 J¯3 (9.7)
˙¯ψ2 = 0.0108− 0.0201 J¯1 − 0.0003 J¯2 − 7.1389 10−7 J¯3 (9.8)
˙¯ψ3 = 0.0059− 3.1431 J¯1 − 7.1389 10−7 J¯2 − 0.0001 J¯3. (9.9)
On voit donc, dans chaque cas, que les fre´quences propres de base (nous appellerons “fre´quences
propres de base”, les fre´quences obtenues en ne conside´rant, dans l’expression de l’Hamiltonien
donne´ en variables angle-action, que les termes inde´pendants des variables angulaires) peuvent
eˆtre assez bien modifie´es, le terme en J¯1 e´tant celui dont l’influence est la plus importante.
Par ailleurs, si l’on exprime la norme du moment angulaire Λ1, l’obliquite´ e´cliptique K et
l’angle J en fonction des (Ji, ψi), on peut montrer l’influence des termes du 3e`me ordre sur la
valeur d’e´quilibre obtenue pour notre mode`le de base :
Λ1 = 13.303 + 0.519
√
J1 cosψ1 + 0.005 J1 cos
2 ψ1
+5.3 10−7
√
J3 cosψ3 + 1.034 10
−8√J1√J3 cosψ1 cosψ3
+197.492 J1 sin
2 ψ1 − 2.404
√
J1
√
J3 sinψ1 sinψ3
+0.007 J3 sin
2 ψ3 (9.10)
K = arccos (0.993− 0.003
√
J1 cosψ1 − 0.0004 J1 cos2 ψ1
−3.44 10−9
√
J3 cosψ3 − 7.772 10−10
√
J1
√
J3 cosψ1 cosψ3
+1.541 10−7
√
J1
√
J3 sinψ1 sinψ3 − 0.075 J3 sin2 ψ3) (9.11)
J = arccos (1− 0.138 J2 cos2 ψ2 − 0.041 J2 sin2 ψ2). (9.12)
Afin d’obtenir des bornes infe´rieure et supe´rieure de ces grandeurs en fonction des Ji, nous
avons recherche´ les valeurs des ψi qui minimisent ou maximisent leur expression lorsque l’on
s’e´carte de l’e´quilibre exact Ji = 0 (voir Tableau 9.1). Les Figures 9.1, 9.2 et 9.3 illustrent le
comportement de Λ1, K et J en fonctions des Ji pour ces valeurs de ψi.
9.2 Ordre 4
Pour l’ordre 4, nous avons effectue´ exactement la meˆme de´marche. Les expressions e´tant
tre`s longues, nous les donnons dans l’Annexe G.
L’Hamiltonien moyenne´ exprime´ dans les variables (J¯i, ψ¯i) est donne´ par
〈H¯o4〉 = H00 +H10 +
1
2
H20 (9.13)
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ψ1 ψ2 ψ3
Λmin pi pi
Λmax pi/2 pi/2
Kmin 0 pi/2
Kmax pi 0
Jmin 0
Jmax pi/2
TAB. 9.1 – Valeurs des ψi qui minimisent ou maximisent les expressions de Λ1, K et J lorque
l’on s’e´carte de l’e´quilibre exact Ji = 0.
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FIG. 9.1 – Le graphique de gauche montre l’e´volution de Λ1 lorsque J1 et J3 varient de 0 a` 0.01
pour les valeurs de ψ1 et ψ3 qui minimisent l’expression de Λ1. Le graphique de droite donne
les valeurs possibles de Λ1 pour les valeurs de ψ1 et ψ3 qui maximisent l’expression de Λ1.
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FIG. 9.2 – Le graphique de gauche montre l’e´volution deK lorsque J1 et J3 varient de 0 a` 0.01
pour les valeurs de ψ1 et ψ3 qui minimisent l’expression de K. Le graphique de droite donne
les valeurs possibles de K pour les valeurs de ψ1 et ψ3 qui maximisent l’expression de K.
ou`
H00 = 0.3962 J¯1 + 0.0108 J¯2 + 0.0059 J¯3 (9.14)
H10 = 21507.1383 J¯
2
1 + 0.0312 J¯1 J¯2 − 0.0005 J¯22
+3.1285 J¯1 J¯3 − 0.001 J¯2 J¯3 − 0.0008 J¯23 (9.15)
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FIG. 9.3 – Le graphique de gauche montre l’e´volution de J lorsque J2 varie de 0 a` 0.01 pour la
valeur de ψ2 qui minimise l’expression de J . Le graphique de droite donne les valeurs possibles
de J pour la valeur de ψ2 qui maximise l’expression de J .
H20 = −43015.7471 J¯21 − 4.4099 109 J¯31 − 0.0401 J¯1 J¯2
−6775.809 J¯21 J¯2 − 0.0003 J¯22 − 0.0035 J¯1 J¯22
−0.00001 J¯32 − 2.768 J¯21
√
J¯3 − 6.2868 J¯1 J¯3
−2.9865 106 J¯21 J¯3 − 1.4279 10−6 J¯2 J¯3
−1.7863 J¯1 J¯2 J¯3 − 4.1005 10−6 J¯22 J¯3 + 0.0236 J¯1 J¯3/23
−0.0001 J¯23 − 137.0684 J¯1 J¯23 − 0.00002 J¯2 J¯23 − 0.001 J¯33 . (9.16)
Ce qui nous donne en groupant les termes :
〈H¯o4〉 = 0.396 J¯1 − 0.735 J¯21 − 2.205 109 J¯31 + 0.011 J¯2 + 0.0112 J¯1 J¯2
−3387.905 J¯21 J¯2 − 0.0006 J¯22 − 0.002 J¯1 J¯22 − 6.364 10−6 J¯32
−1.384 J¯21
√
J¯3 + 0.006 J¯3 − 0.015 J¯1 J¯3 − 1.493 106 J¯21 J¯3
−0.001 J¯2 J¯3 − 0.893 J¯1 J¯2 J¯3 − 2.05 10−6 J¯22 J¯3 + 0.012 J¯1 J¯3/23
−0.0002 J¯23 − 68.534 J¯1 J¯23 − 0.00001 J¯2 J¯23 − 0.0005 J¯33 (9.17)
et, par conse´quent,
˙¯ψ1 = 0.396− 1.471 J¯1 − 6.615 109 J¯21 + 0.0112 J¯2 − 6775.809 J¯1 J¯2
−0.002 J¯22 − 2.768 J¯1
√
J¯3 − 0.0149 J¯3 − 2.987 106 J¯1 J¯3
−0.893 J¯2 J¯3 + 0.012 J¯3/23 − 68.534 J¯23 (9.18)
˙¯ψ2 = 0.0108 + 0.0112 J¯1 − 3387.905 J¯21 − 0.001 J¯2 − 0.003 J¯1 J¯2 − 0.001 J¯3
−0.00002 J¯22 − 0.893 J¯1 J¯3 − 4.101 10−6 J¯2 J¯3 − 0.00001 J¯23 (9.19)
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˙¯ψ3 = 0.006− 0.015 J¯1 − 1.493 106J¯21 − 0.001 J¯2 − 0.893 J¯1 J¯2
−2.050 10−6 J¯22 − 0.692 J¯21
1√
J¯3
+ 0.018 J¯1
√
J¯3 − 0.0004 J¯3
−137.068 J¯1 J¯3 − 0.00002 J¯2 J¯3 − 0.002 J¯23 . (9.20)
A nouveau, on constate, dans chaque cas, que les termes dominants sont ceux qui contiennent
J¯1 ou une de ses puissances.
L’introduction des termes d’ordres 3 et 4 n’ont pas modifie´ fondamentalement les valeurs
des pe´riodes et des e´quilibres, lorsqu’on reste proche de l’e´quilibre de Cassini (J¯1, J¯2 et J¯3 tre`s
petits) ; les termes contenant J¯1 et ses puissances sont les seuls a` jouer un (petit) roˆle dans ces
corrections de fre´quences, ceux en J¯2 et J¯3 pouvant eˆtre carre´ment ne´glige´s. Si nous retournons
le proble`me, et souhaitons obtenir des variations significatives des pe´riodes, mesurables, il faut
s’e´loigner de l’e´quilibre de Cassini de fac¸on nette, ce qui ne correspond pas a` notre objectif de
mode´lisation du “vrai” Mercure, toujours conside´re´ comme quasi bloque´ a` l’e´tat de Cassini n˚1.
CHAPITRE 10
e ET io COMME FONCTIONS LENTES DU
TEMPS
Peale (1974) a montre´ que les frictions de mare´es doivent amener l’axe du moment angulaire
de Mercure dans l’e´tat de Cassini n˚1 (ou, ce qui revient au meˆme dans notre mode`le sans
perturbation plane´taire, a` l’e´quilibre K1) a` partir de n’importe quelle condition initiale. De
plus, la dissipation entre le noyau liquide et le manteau solide doit acce´le´rer ce processus dans
une e´chelle de temps de 105 ans (Peale, 2005). Toutefois, des variations des e´le´ments orbitaux
pourraient modifier la position de l’e´tat de Cassini et donc empeˆcher l’axe du moment angulaire
de suivre exactement cet e´tat. Mais graˆce a` la the´orie de l’invariant adiabatique, Goldreich et
Toomre (1969) et Peale (1974, 2006) ont montre´ que si les pe´riodes des variables angulaires sont
courtes par rapport aux pe´riodes de dissipation, l’axe du moment angulaire reste tre`s proche de
l’e´tat de Cassini.
L’e´tape suivante dans notre e´tude de la rotation a` longue pe´riode de Mercure serait donc l’aban-
don de l’approximation ke´ple´rienne et l’introduction d’une the´orie se´culaire du mouvement
orbital de Mercure pour e, io, go et ho. Ces the´ories existent dans la litte´rature (entre autres dans
Bretagnon, (1982, 1990, 1996, 1997), Laskar (1985), Simon et al. (1994), Moisson & Bretagnon
(2001), Peale (2006)) et sont en ge´ne´ral donne´es sous forme de se´ries trigonome´triques :
a = a0 +
∑
φ
Aφ cosφ
λo = λo0 + no0 t+
∑
φ
Bφ sinφ
e cos (go + ho) =
8∑
k=1
Mk cosψk +
∑
φ
Cφ cosφ
e sin (go + ho) =
8∑
k=1
Mk sinψk +
∑
φ
Dφ sinφ
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sin
io
2
cosho =
8∑
k=1
Nk cos θk +
∑
φ
Eφ cosφ
sin
io
2
sinho =
8∑
k=1
Nk sin θk +
∑
φ
Fφ sinφ (10.1)
ou`
φ =
8∑
j=1
rj λ¯j +
8∑
j=1
lj ψj +
8∑
j=1
mj θj (10.2)
avec λo la longitude moyenne de Mercure et λ¯j , ψj , θj , respectivement l’argument de la lon-
gitude, l’argument de la solution de Lagrange en excentricite´ et l’argument de la solution de
Lagrange en inclinaison de la plane`te j. Les angles intervenant dans les membres de gauche
de ces expressions sont a` tre`s longues pe´riodes : environ 282428 ans pour le pe´ricentre go et
environ 131448 ans pour le nœud ho.
De`s lors, si nous voulions continuer sur le meˆme sche´ma, sans modifier notre fac¸on de faire,
il nous faudrait introduire dans notre Hamiltonien (de´ja` moyennise´ sur les courtes pe´riodes, puis
sur les pe´riodes fondamentales de la rotation, respectivement de l’ordre de 16, 590 et 1065 ans)
des angles dont la pe´riode est 100 fois plus e´leve´e que les variables internes de la rotation.
Nous avons donc pre´fe´re´ reprendre l’ide´e de Peale (2006) et utiliser l’invariant adiabiatique,
pour introduire cette lente variation de l’excentricite´ et de l’inclinaison dans le mouvement.
L’inte´reˆt principal de cette proce´dure est, comme nous allons le rappeler dans la section 10.1,
que nous proce´dons (the´oriquement) a` une moyennisation sur les angles ψi gagnant par la meˆme
occasion un facteur 100 dans les fre´quences. Dans la pratique, cette moyennisation n’est pas
effectue´e, elle ne sert qu’a` prouver le caracte`re adiabatique du processus et a` le quantifier. En
effet, la transformation finale (de J en J¯) n’est pre´sente que pour la justification et l’e´valuation
des temps d’adiabaticite´ (voir section 10.1.2).
Signalons que nous avons voulu garder le couplage entre les degre´s de liberte´ 1 et 3 de notre
proble`me ; nous avons ainsi :
– ge´ne´ralise´ l’approche de Peale a` 2 degre´s de liberte´,
– calcule´ effectivement les transformations successives de cet invariant adiabatique,
– chiffre´ l’influence de chacune d’entre elles par rapport a` l’approximation ke´ple´rienne.
Dans ce dernier chapitre, nous conside´rerons donc, a` tour de roˆle, l’excentricite´ e et l’inclinaison
io non plus comme des constantes mais comme des fonctions lentes du temps. Cela nous per-
mettra d’e´valuer l’importance de l’erreur commise si l’on s’e´carte de la valeur constante prise
comme valeur de re´fe´rence. Pour ce faire, nous e´tudierons, la fonction “reste” pour chaque
transformation que nous avons utilise´e pour passer de notre jeu de variables de base aux va-
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riables angle-action (voir section 4.8).
10.1 Rappel the´orique : l’invariant adiabatique
10.1.1 Parame`tre inde´pendant du temps
Soit l’Hamiltonien inte´grable a` 1 degre´ de liberte´
H(q, p, b) = h (10.3)
ou` q est la variable, p le moment associe´ et b un parame`tre inde´pendant du temps et tel que
toutes les trajectoires sont ferme´es, pe´riodiques, simples et non singulie`res.
Il existe une transformation canonique permettant de passer de ces variables aux variables
angle-action (ψ, J) de sorte que l’Hamiltonien exprime´ dans ces variables ne de´pendent plus de
l’angle ψ :
H(q, p, b) = h = K(J, b). (10.4)
Ainsi
ψ˙ =
∂K
∂J
= ω(J0, b) = cste (10.5)
J˙ = −∂K
∂ψ
= 0. (10.6)
De`s lors, nous avons :
ψ = ω t+ ψ0 (10.7)
J = J0. (10.8)
On peut montrer que J est, a` 2pi pre`s, l’aire sous-tendue par l’orbite (ferme´e) dans le plan de
phase (q, p) :
J =
1
2pi
∮
p dq. (10.9)
En outre, la fonction ge´ne´ratrice S(q, J, b) liant les anciennes et les nouvelles variables est
telle que
p =
∂S
∂q
(10.10)
ψ =
∂S
∂J
(10.11)
et de´pend du parame`tre b.
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10.1.2 Parame`tre de´pendant du temps
Supposons, a` pre´sent que notre parame`tre soit une fonction lente du temps :
b = ε t avec ε << 1. (10.12)
Notre Hamiltonien H(q, p, ε t) n’est plus constant car ∂H
∂t
6= 0 et s’e´crit donc, exprime´ dans les
variables angle-action :
H(q, p, b) = K˜(J, ψ, ε t) = K(J, ε t) +
∂S
∂t
(J, ψ, ε t) (10.13)
ou`
∂S
∂t
=
∂S
∂b
∂b
∂t
= ε
∂S
∂b
= εR(J, ψ, ε t) (10.14)
avec R(J, ψ, ε t) = ∂S
∂b
(J, ψ, ε t) la fonction “correctrice”.
Si nous voulons, maintenant, e´viter que le temps apparaisse explicitement dans notre proble`me,
nous pouvons poser b = ε t comme une nouvelle variable et lui associer un moment conjugue´
B tel que la transformation reste canonique. Notre Hamiltonien aura alors 2 degre´s de liberte´ et
prendra la forme :
K ′(J, ψ, b, B) = K(J, b) + εR(J, ψ, b) + εB (10.15)
avec
J˙ = −∂K
′
∂ψ
B˙ = −∂K
′
∂b
(10.16)
ψ˙ =
∂K ′
∂J
b˙ =
∂K ′
∂B
= ε. (10.17)
De plus, dans la section 3, nous avons vu que nous pouvions passer (voir e´qs. 3.3 a` 3.7) d’un
Hamiltonien
H(J, ψ) = H0(J) +
∑
i
εi
i!
Hi(J, ψ) (10.18)
a` un Hamiltonien moyenne´
H¯(J¯ , ψ¯) = H¯(J¯) +R(J¯ , ψ¯) (10.19)
ou` H¯(J¯) =
∑N
i=0
εi
i!
H i0(J¯).
Ce qui, applique´ a` notre proble`me de´pendant d’un parame`tre, nous permet d’e´crire :
K¯(J¯ , ψ¯, b¯, B¯) = K¯(J¯ , b¯) + ε B¯ +
N∑
i=1
εi
i!
H i0(J¯ , b¯) +O(ε
N+1). (10.20)
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La de´pendance en ψ e´tant ainsi rele´gue´e a` l’ordre εN+1,
˙¯J = −∂K¯
∂ψ¯
= O(εN+1) (10.21)
˙¯ψ =
∂K¯
∂J¯
= ω +O(εN+1), (10.22)
En inte´grant l’e´quation (10.21), on obtient la relation suivante :
|J¯(t)− J¯(0)| ≤ C εN+1 |t| (10.23)
qui exprime que J¯ ne varie pas plus de ε sur des temps de l’ordre de 1
εN
.
Une autre fac¸on d’interpre´ter cette relation, est de l’e´crire sous la forme
|J¯(t)− J¯(0)| ≤ C εN (10.24)
qui se traduit par : J¯ ne varie pas plus de εN sur des temps d’ordre 1
ε
. Le choix de l’une ou
l’autre formulation de´pend du but recherche´ : soit on met l’accent sur de tre`s longues dure´es (e´q.
10.23), soit on se focalise sur l’e´cart par rapport a` la position initiale (e´q. 10.24) en travaillant
sur des temps plus courts.
Une dernie`re relation inte´ressante concerne les variables non moyenne´es :
|J(t)− J(0)| ≤ C ε ∀ t ≤ 1
εN
. (10.25)
En effet, comme nous avons
J = J¯ + ε [J¯ ;W1] +O(ε
2) (10.26)
ψ = ψ¯ + ε [ψ¯;W1] +O(ε
2), (10.27)
et avec (10.24), on peut de´montrer (10.25) :
|J(t)− J(0)| ≤ |J(t)− J¯(t)|+ |J¯(t)− J¯(0)|+ |J¯(0)− J(0)|
≤ O(ε) + C˜εN+1 +O(ε)
≤ C ε.
Cette dernie`re relation permet de dire que J est un invariant adiabatique c’est-a`-dire une
quantite´ quasi invariante (a` ε pre`s) sur des pe´riodes tre`s longues (< 1
ε
).
Ge´ome´triquement, cela signifie que l’aire sous-tendue par une orbite (ferme´e, simple et non
singulie`re) ne varie pratiquement pas sur des temps tre`s longs. D’un point de vue dynamique,
cette caracte´ristique peut eˆtre exprime´e par le fait que si l’on est proche d’un e´quilibre, on en
restera proche meˆme si le mode`le est perturbe´ par une fonction lente du temps.
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10.2 Application au cas de Mercure
Peale (2006) a e´tudie´ nume´riquement la de´viation de l’axe du moment angulaire par rapport
a` l’e´tat de Cassini lorsque l’on conside`re que les e´le´ments orbitaux sont des fonctions lentes du
temps (cette de´pendance en temps e´tant due a` la perturbation induite par les autres plane`tes du
Syste`me Solaire).
On peut voir sur la Figure 10.1 (tire´e de Peale (2006) d’apre`s les donne´es de Quinn et al
(1991)), l’e´volution de l’excentricite´ et de l’inclinaison par rapport a` l’e´cliptique (J2000) sur
3 millions d’anne´es. A partir de ces donne´es, Peale a calcule´ l’e´cart δ entre l’axe du moment
t ( years ? 106)
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Fig. 4. Variation of Mercury’s eccentricity and orbital inclination to the ecliptic
of J2000 from Quinn (ftp://ftp.astro.washington.edu/pub/hpcc/QTD).
We note that the spin vector
es = sin i sinΩEeX′ − sin i cosΩEeY ′ + cos ieZ′
(18)= peX′ − qeY ′ +
√
1− p2 − q2eZ′ ,
and that Eq. (16) can be written similarly with p and q re-
placed by pc = sin ic sinΩc and qc = sin ic cosΩc with ic and
Ωc being defined in Eqs. (13) and (17), respectively. We wish to
determine the angle δ between es and ec as a function of time,
where
(19)cos δ = es · ec ≈ 1− δ
2
2
,
so that
(20)δ ≈
√
p2 + q2 + p2c + q2c − 2ppc − 2qqc
gives a more accurate value for δ than numerically calculating
cos−1 δ when δ is very small. A cubic spline (Press et al., 1986)
through the Quinn data points is used to determine e(t), I (t),
Ω , dI/dt and dΩ/dt in the calculation. The fact that contribu-
tions to the Quinn data with periods less than 2000 years have
been eliminated, means the values of the variables can be used
directly in calculating the position of the Cassini state with-
out additional averaging (see Section 5). With the exception
of the starting and ending values used to evaluate the second
derivatives in the spline fit, the values of dI/dt and dΩ/dt are
determined as defined in the spline algorithm.
We show in Fig. 5 the trajectories of the projections of the
unit spin vector es and the unit vector in the direction of the
Cassini state ec on the orbit plane over the 3× 106 year inter-
val covered by the Quinn data. Initially, the two unit vectors are
coincident (δ(t = 0) = δ0 = cos−1(es · ec) = 0). That the two
trajectories are almost indistinguishable throughout the time in-
terval shows how well the spin axis follows the Cassini state
for variations in the parameters that define the state. More pre-
cisely, we show in Fig. 6 the actual variations in δ(t) for initial
Fig. 5. Trajectories of the projections of the unit spin vector es and the unit
vector in the Cassini state direction ec on the orbit X′Y ′ plane for variations in
e, I , Ω , dI/dt and dΩ/dt according to 3× 106 year simulations by Quinn.
angular separations of 0′′ and 10′′. The results for panel a were
obtained with spline fits through all 6185 data points from the
Quinn simulation, from which e(t), I (t), Ω(t), dI (t)/dt and
dΩ(t)/dt were determined at each call to the Bulirsch–Stoer
integrator and at points therein. For panel b a spline fit through
only every other data point was used including the first and last
point of the full data set. For the same initial conditions, the de-
viations of the spin axis from the Cassini state in panel a are
more scattered than those in panel b and reach a maximum of
2.8′′, whereas the maximum deviation in panel b is only 1.2′′,
which difference is explained as follows.
The interval between data points in the Quinn simulation is
180,000 Julian days or approximately 493 years. The shortest
period covered in a Fast Fourier Transform (FFT) of the data
is the Nyquist period of 986 years (e.g., Press et al., 1986),
which is less than the 1000–1100 year spin precession period.
Although the spectral power at periods less than 2000 years are
suppressed by as much as 9 orders of magnitude in the Quinn
data (Quinn et al., 1991), we show in Section 5 that the system
is extremely sensitive to variations in the inclination at periods
near the spin precession period, which period is included in the
full data set. An FFT of dI/dt constructed from the spline fit to
the full data set sampled every 200 years, with either Hanning
or Welch window functions, yields some power down to the 984
year Nyquist period, which includes the precession period.
If we select only every other data point from the simula-
tion, the Nyquist period is increased to 1972 years, which now
excludes the resonant period. The FFTs of the spline fit and
its derivative through the inclination points of the half data set
sampled at 200 years reproduces the spectral power distribution
of the full data set, but drops by more than two orders of mag-
nitude for periods shorter than the 1972 year Nyquist period
of the half data set. In other words, the half data set contains
FIG. 10.1 – Variation de l’excentricite´ et de l’inclinaison du plan de l’orbite par rapport au plan
de l’e´cliptique (J2000) obtenue a` partir des donne´es de Quinn et al (1991).
angulaire et l’e´tat de Cassini et a obtenu, pour un e´cart initial de 0 arcsec, des valeurs comprises
entre 1 et 3 arcsec selon l’ensemble de points sur lequel l’interpolation a e´te´ effectue´e. Ce faible
e´cartement lui permet d’affirmer que l’angle solide de´crit par l’axe du moment angulaire est
un invariant adiabatique. Notons que Peale a applique´ la the´orie de l’invariant adiabatique sur
un seul degre´ de liberte´ (correspondant, dans notre mode`le, a` (σ3,Λ3)). Enfin, conside´rant que
l’excentricite´ et l’inclinaison sont, au premier ordre, des fonctions lentes du temps du type :
I = I0 + AI sin
2pi t
PI
(10.28)
e = e0 + Ae sin
2pi t
Pe
+ φ (10.29)
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ou` An est l’amplitude, Pn la pe´riode et φ un de´phasage, il a teste´ diffe´rentes amplitudes et
diffe´rentes pe´riodes et e´tudie´ leur incidence sur la se´paration entre l’axe du moment angulaire
et l’e´tat de Cassini. Une des conclusions de cette analyse est que les variations en inclinaison ont
beaucoup plus de poids que les variations en excentricite´. Les Figures 10.2 et 10.3 (e´galement
tire´es de Peale (2006)) montrent respectivement la variation de δ obtenue a` partir des donne´es
de Quinn et a` partir des expressions (10.28) et (10.29).
t ( years ? 106)
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Fig. 6. Separation δ of the spin vector from Cassini state 1 for variations in e,
I , Ω , dI/dt and dΩ/dt from a simulation by Quinn. The spin is initially at the
Cassini state in panels (a) and (b) and separated initially by 10′′ in panel (c).
The separation δ(t) in (a) is constructed from a spline fit through all 6185 data
points in the Quinn simulation, whereas that in (b) results from a spline fit
through every other point or 3093 points total. The reason for the differences in
(a) and (b) is discussed in the text. Panel (c) shows the constancy of δ to within
±1′′ for an initial value of 10′′ .
more than 100 times less power at the resonant period than the
full data set, and this accounts for the more erratic behavior and
larger maximum separation in panel a. We show in Section 5
that there is little or no spectral power near a period of 1000–
1100 years in the full Mercury ephemeris. So the separations
of the spin from the Cassini state indicated in panel b, where
the spin is initially in the Cassini state, is more representative
of the true limits on this separation as the orbital elements vary
according to the Quinn Solar System simulation over the 3 mil-
lion year interval. Panel c shows that the spin remains within
about 1′′ of an initial separation of 10′′ indicating that the adia-
batic invariant is reasonably well preserved.
The source of the maximum separation of the spin from the
Cassini state in panel b of Fig. 6 can be inferred by holding
dΩ/dt constant with precession period of 300,000 years and
varying I and e according to
I = I0 + AI sin
(
2pi t
PI
)
,
(21)e = e0 + Ae sin
(
2pi t
Pe
+ φ
)
,
and use the Quinn data to assign mean values I0 = 6.0◦, e0 =
0.19 and the following amplitudes with associated periods:
AI = 5.5◦ for PI = 1× 106 years,
AI = 1.5◦ for PI = 2× 105 years,
Fig. 7. Separation of spin and Cassini state for periodic variations I = I0 +
AI sin (2pi t/PI ), e = e0 + Ae sin (2pi t/Pe + φ), where initially the spin axis
and Cassini state are coincident. The amplitudes and periods are characteristic
of those in the Quinn data. I0 = 6.0◦ and e0 = 0.19 are the real approximate
mean values. These mean values and φ = 0 are assumed for all the cases.
(a) AI = 5.5◦, PI = 106 years, Ae = 0.06, Pe = 8×105 years; (b) AI = 1.5◦ ,
PI = 2.0 × 105 years, Ae = 0.06, Pe = 8 × 105 years; (c) AI = 1.5◦ ,
PI = 2 × 105 years, Ae = 0.01, Pe = 5 × 104 years; (d) AI = 0.6◦ ,
PI = 5× 104 years, Ae = 0.01, Pe = 5× 104 years.
AI = 0.6◦ for PI = 5× 104 years,
Ae = 0.06 for Pe = 8× 105 years,
(22)Ae = 0.01 for Pe = 5× 104 years.
Fig. 7 shows the results for δ(t) for e and I variations
with several combinations of the above amplitudes and pe-
riods. The initial value δ0 = 0 is chosen for all cases. The
large amplitude, long period variations lead to maximum de-
viations of the spin from the Cassini state of about 0.25′′,
whereas shorter period variations (P = 5 × 104 years) with
smaller amplitude lead to a maximum deviation a little more
than 1′′. It is these shorter period variations in the orbital pa-
rameters that are causing the maximum deviations of the spin
from the Cassini state in Fig. 6. The fact that different values
of Ae with Pe = 5× 104 years in combination with AI = 1.5◦
with PI = 2 × 105 years yield comparable maximum values
of δ(t) shows that variations in I are much more important
than the variations in e in causing es to not follow the Cassini
state. Next, the maximum deviation from the Cassini state is
almost proportional to AI for a fixed PI , from which we in-
fer that it is really the maximum dI/dt that determines how
much es deviates from ec . If we set I = I0 + (dI/dt)maxt , with
(dI/dt)max = 1.2× 10−4◦/year from the spline fit to the Quinn
data, the excursions of the spin away from the Cassini state
over approximately 3.5 × 105 years are shown in Fig. 8. For
e≡ 0.19, the maximum δ < 0.6′′. Imposing a periodic variation
in e at the maximum amplitude of 0.06 while I is increasing
FIG. 10.2 – Se´paration δ de l’axe du moment angulaire et de l’e´tat de Cassini n˚1 avec e, I,Ω, dI
dt
et dω
dt
obtenus a` partir des simulations de Quinn. L’axe du moment angulaire est initialement a`
l’e´tat de Cassini dans les graphes (a) et (b) et se´pare´ de 10 arcsec dans le graphe (c) L’e´cart
δ(t) est construit sur diffe´rents ensembles de points dans les graphes (a) et (b).
Yseboodt & Margot (2005) o t aussi introduit, sans le m ntionner explicitement, l’adiaba-
ticite´ dans leur mode`le en y ajoutant la perturbation due aux plane`tes. En effet, a` partir d’une
configuration sans perturbation plane´taire pour laquelle l’e´tat de Cassini est connu et l’obliquite´
est nulle, ils ont introduit l’effet des plane`tes suffisamment doucement de sorte que l’e´tat de
Cassini soit pre´serve´ malgre´ la pre´cession du plan orbital. Ils ont, pour ce faire, conside´re´ que
la masse initiale des plane`tes perturbatrices e´tait nulle et l’ont ugmente´e graduellement (voir
Figure 10.4 - tire´e de leur papier).
Notre spe´cificite´ va eˆtre d’appliquer cette the´orie a` deux degre´s de liberte´ ((σ1,Λ1) et(σ3,Λ3))
et de donner une estimation es fonctions “restes” correspondantes.
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Fig. 6. Separation δ of the spin vector from Cassini state 1 for variations in e,
I , Ω , dI/dt and dΩ/dt from a simulation by Quinn. The spin is initially at the
Cassini state in panels (a) and (b) and separated initially by 10′′ in panel (c).
The separation δ(t) in (a) is constructed from a spline fit through all 6185 data
points in the Quinn simulation, whereas that in (b) results from a spline fit
through every other point or 3093 points total. The reason for the differences in
(a) and (b) is discussed in the text. Panel (c) shows the constancy of δ to within
±1′′ for an initial value of 10′′ .
more than 100 times less power at the resonant period than the
full data set, and this accounts for the more erratic behavior and
larger maximum separation in panel a. We show in Section 5
that there is little or no spectral power near a period of 1000–
1100 years in the full Mercury ephemeris. So the separations
of the spin from the Cassini state indicated in panel b, where
the spin is initially in the Cassini state, is more representative
of the true limits on this separation as the orbital elements vary
according to the Quinn Solar System simulation over the 3 mil-
lion year interval. Panel c shows that the spin remains within
about 1′′ of an initial separation of 10′′ indicating that the adia-
batic invariant is reasonably well preserved.
The source of the maximum separation of the spin from the
Cassini state in panel b of Fig. 6 can be inferred by holding
dΩ/dt constant with precession period of 300,000 years and
varying I and e according to
I = I0 + AI sin
(
2pi t
PI
)
,
(21)e = e0 + Ae sin
(
2pi t
Pe
+ φ
)
,
and use the Quinn data to assign mean values I0 = 6.0◦, e0 =
0.19 and the following amplitudes with associated periods:
AI = 5.5◦ for PI = 1× 106 years,
AI = 1.5◦ for PI = 2× 105 years,
Fig. 7. Separation of spin and Cassini state for periodic variations I = I0 +
AI sin (2pi t/PI ), e = e0 + Ae sin (2pi t/Pe + φ), where initially the spin axis
and Cassini state are coincident. The amplitudes and periods are characteristic
of those in the Quinn data. I0 = 6.0◦ and e0 = 0.19 are the real approximate
mean values. These mean values and φ = 0 are assumed for all the cases.
(a) AI = 5.5◦, PI = 106 years, Ae = 0.06, Pe = 8×105 years; (b) AI = 1.5◦ ,
PI = 2.0 × 105 years, Ae = 0.06, Pe = 8 × 105 years; (c) AI = 1.5◦ ,
PI = 2 × 105 years, Ae = 0.01, Pe = 5 × 104 years; (d) AI = 0.6◦ ,
PI = 5× 104 years, Ae = 0.01, Pe = 5× 104 years.
AI = 0.6◦ for PI = 5× 104 years,
Ae = 0.06 for Pe = 8× 105 years,
(22)Ae = 0.01 for Pe = 5× 104 years.
Fig. 7 shows the results for δ(t) for e and I variations
with several combinations of the above amplitudes and pe-
riods. The initial value δ0 = 0 is chosen for all cases. The
large amplitude, long period variations lead to maximum de-
viations of the spin from the Cassini state of about 0.25′′,
whereas shorter period variations (P = 5 × 104 years) with
smaller amplitude lead to a maximum deviation a little more
than 1′′. It is these shorter period variations in the orbital pa-
rameters that are causing the maximum deviations of the spin
from the Cassini state in Fig. 6. The fact that different values
of Ae with Pe = 5× 104 years in combination with AI = 1.5◦
with PI = 2 × 105 years yield comparable maximum values
of δ(t) shows that variations in I are much more important
than the variations in e in causing es to not follow the Cassini
state. Next, the maximum deviation from the Cassini state is
almost proportional to AI for a fixed PI , from which we in-
fer that it is really the maximum dI/dt that determines how
much es deviates from ec . If we set I = I0 + (dI/dt)maxt , with
(dI/dt)max = 1.2× 10−4◦/year from the spline fit to the Quinn
data, the excursions of the spin away from the Cassini state
over approximately 3.5 × 105 years are shown in Fig. 8. For
e≡ 0.19, the maximum δ < 0.6′′. Imposing a periodic variation
in e at the maximum amplitude of 0.06 while I is increasing
FIG. 10.3 – Se´paration δ de l’axe du moment angulaire et de l’e´ at de Cassini n˚1 pour des
variations pe´ iodiques de l’inclinaison I et de l’excentricite´ e av δ initialement nul. (a) AI =
5.5˚, PI = 106 ans, Ae = 0. 6, Pe = 8 1 5 ans ; (b) AI = 1. ˚, PI = 2 105 ans, Ae =
0.06, Pe = 8 10
5 ans ; (c) AI = 1.5˚, PI = 2 105 ans, Ae = 0.01, Pe = 5 104 ans ; (d)
AI = 0.6˚, PI = 5 104 ans, Ae = 0.01, Pe = 5 104 ans.
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Figure 4: Our prescription for a smooth evolution of the masses of the perturbers (top) and
the corr sponding obliquity evolution (bottom) over a period of 10 ky. The obliquity shows no
oscillations when the p turber asses are increased gradually and when the system is started
in the perturbation-free Cassini state. The dashed line shows the angle ! (in arcmin) between
the spin axis and the plane defined by the normal to the Laplace plane and the normal to
the orbital plane, i.e. a measure of the deviation from the coplanarity of the Cassini state.
Departures from the strict Cassini state remain small throughout the integration.
towards the Cassini state without rotating around it. The quality of the match to the Cassini
state improves for longer time constants in the time evolution of the perturber masses. In
other words, the gentler the introduction of the perturbations, the closer the system remains
to the strict Cassini state. We find maximal angular deviations from the Cassini state ! of
less than 4 arcsec if the time constant for mass increase is about ten times the spin precession
period.
We also find that the system follows the Cassini state if we gradually turn off the planetary
perturbations by reducing the perturber masses to zero. The obliquity returns to zero without
oscillations, starting and ending in the exact, perturbation-free Cassini state.
Finally, we verify that obliquity oscillations appear if the system is integrated from a spin
position that is different from a Cassini state, even if planetary perturbations are introduced
gently as above. We chose initial conditions with departures from the Cassini state of an
arcmin or less and verified that the obliquity exhibits oscillations at the proper frequency of
∼1000 yr (Fig. 5). Here again, these oscillations are indicative of a free precession.
7 Influence of the moments of inertia on the obliquity
The value of the equilibrium obliquity θCS is needed to infer the size of the core in Peale’s
experiment. In this section, we compute how the moments of inertia A, B and C affect the
obliquity value and the Cassini state.
We investigate the dependence by numerically integrating Hamilton’s equations for differ-
15
FIG. 10.4 – Le graphe du haut illustre la manie`re “douce” dont l s masses des plane`tes perturba-
trices ont e´te´ in r duit s andis qu celui du bas mont l’e´volution c rr pondan e de l’obliquite´
θ sur une pe´riode de 10000 ans. L’obliquite´ ne pre´sente pas d’oscillations car les masses sont
augmente´es graduellement a` partir de l’e´tat de Cassini non perturbe´. La ligne pointille´e montre
l’e´cart entre l’axe du moment angulaire et l’e´tat de Cassini.
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10.2.1 Passage aux coordonne´es carte´siennes
Partons donc a` nouveau de notre mode`le de base a` 2 degre´s de liberte´ (4.24) ou` nous avons
choisi de nommer K l’Hamiltonien moyenne´ 〈H〉 par souci de lisibilite´. Nous avons ainsi :
〈H〉 = K = K0(σ1, σ3,Λ1,Λ3, λ) (10.30)
ou` λ est une variable qui repre´sente soit e, soit sin io. Notons que l’indice “0” signifie que l’on
travaille avec l’Hamiltonien de base.
Lorsque nous passons en coordonne´es carte´siennes (ηi, ξi)i=1,3 (voir e´qs. 4.50, 4.51, 4.52 et
4.52), cet Hamiltonien devient :
K = K0(η1, η3, ξ1, ξ3, λ) + λ˙Λ (10.31)
ou` Λ est le moment conjugue´ associe´ a` λ.
10.2.2 Translation a` l’e´quilibre
La transformation suivante e´tait une translation permettant de placer l’e´quilibre a` l’origine
(e´qs. 4.53 et 4.54), elle devient ici :
η1 = η1 (10.32)
x1 = ξ1 − ξ∗1(λ) (10.33)
η3 = η3 (10.34)
x3 = ξ3 − ξ∗3(λ) (10.35)
λ′ = λ (10.36)
Λ′ = Λ− ρ(η1, η3, ξ1, ξ3, λ) (10.37)
ou` les ξ∗i (λ) sont les valeurs a` l’e´quilibre des ξi (et de´pendent donc de λ) et ρ est une fonction
”reste” exprimant la variation que subit Λ pour que la transformation reste canonique. Nous
de´terminons cette fonction ρ en utilisant la proprie´te´ suivante :
Une condition ne´cessaire et suffisante pour qu’une transformation soit canonique est que
[Yi;Yj] =

= 0 si i 6= j ± n
= 1 si i = j − n
= −1 si i = j + n
(10.38)
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ou` les Yk sont, pour k = 1, . . . , n, les nouvelles variables et, pour k = n + 1, . . . , 2n, les
nouveaux moments associe´s, et [ ; ] les crochets de Poisson dont la de´finition est :
[Yi;Yj] =
3∑
k=1
∂Yi
∂qk
∂Yj
∂pk
− ∂Yi
∂pk
∂Yj
∂qk
(10.39)
ou` les qk sont nos anciennes variables et les pk nos anciens moments.
Calculons donc les crochets de Poisson utiles a` la de´termination de ρ :
[η1; Λ
′] =
∂η1
∂η1
∂Λ′
∂ξ1
− ∂η1
∂ξ1
∂Λ′
∂η1
+
∂η1
∂η3
∂Λ′
∂ξ3
− ∂η1
∂ξ3
∂Λ′
∂η3
+
∂η1
∂λ
∂Λ′
∂Λ
− ∂η1
∂Λ
∂Λ′
∂λ
= − ∂ρ
∂ξ1
− 0 + 0− 0 + 0− 0, (10.40)
[x1; Λ
′] =
∂x1
∂η1
∂Λ′
∂ξ1
− ∂x1
∂ξ1
∂Λ′
∂η1
+
∂x1
∂η3
∂Λ′
∂ξ3
− ∂x1
∂ξ3
∂Λ′
∂η3
+
∂x1
∂λ
∂Λ′
∂Λ
− ∂x1
∂Λ
∂Λ′
∂λ
= 0− (− ∂ρ
∂η1
)− 0 + 0− 0 + (−∂ξ
∗
1
∂λ
)− 0, (10.41)
et en e´galant (10.40) et (10.41) a` 0, on trouve
∂ρ
∂ξ1
= 0 (10.42)
∂ρ
∂η1
=
∂ξ∗1
∂λ
. (10.43)
On obtient de la meˆme fac¸on, pour [η3; Λ′] et [x3; Λ′],
∂ρ
∂ξ3
= 0 (10.44)
∂ρ
∂η3
=
∂ξ∗3
∂λ
. (10.45)
ρ peut par conse´quent s’exprimer de la fac¸on suivante :
ρ(η1, η3, λ) = η1
∂ξ∗1
∂λ
+ η3
∂ξ∗3
∂λ
(10.46)
ou` il nous reste a` de´terminer
∂ξ∗1
∂λ
et
∂ξ∗3
∂λ
. Pour cela, nous partons du fait que
∂K0
∂ξ1 |e´q
= 0,
∂K0
∂ξ3 |e´q
= 0 (10.47)
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ou` ∂K0
∂ξi |e´q
est la de´rive´e de K0 par rapport a` ξi prise a` l’e´quilibre du mode`le de base.
Si l’on de´rive ces expressions par rapport a` λ, on obtient
d
dλ
∂K0
∂ξ1 |e´quil
=
∂2K0
∂ξ21 |e´q
∂ξ∗1
∂λ
+
∂2K0
∂ξ3 ∂ξ1 |e´q
∂ξ∗3
∂λ
+
∂2K0
∂λ ∂ξ1 |e´q
= 0 (10.48)
d
dλ
∂K0
∂ξ3 |e´quil
=
∂2K0
∂ξ1 ∂ξ3 |e´q
∂ξ∗1
∂λ
+
∂2K0
∂ξ23 |e´q
∂ξ∗3
∂λ
+
∂2K0
∂λ ∂ξ3 |e´q
= 0. (10.49)
En re´solvant ce syste`me, on trouve1
• avec λ = e,
∂ξ∗1
∂λ
=
2.3 10−10 + 210−10 e− 1.5 10−9 e2
78.3 + 0.00004 e+ 0.00005 e2 − 0.00009 e3
∂ξ∗3
∂λ
=
8.9 10−14 + 1.8 10−13 e− 3.6 10−13 e2
0.4 + 0.4 e+ 0.5 e2 − 0.9 e3 (10.50)
• avec λ = sin io,
∂ξ∗1
∂λ
=
8.3 10−9 − 2.7 10−8 sin io + 1.6 10−7 sin2 io
−1.3 10−3 sin io + 3.8 10−4 cos io
+
2.3 10−9 cos io − 9.5 10−8 sin io cos io
−1.3 10−3 sin io + 3.8 10−4 cos io
∂ξ∗3
∂λ
=
−1.5 + 3 sin2 io − 0.1 cos io − 0.7 sin io cos io
−0.04− 0.2 sin io − 0.4 cos io + 0.8 sin2 io cos io
. (10.51)
Pour cette premie`re transformation, on voit donc que l’effet de l’excentricite´ est quasiment
ne´gligeable alors que l’inclinaison joue un roˆle relativement important.
Apre`s cette transformation, notre Hamiltonien s’e´crit :
K = K0,2(η1, η3, x1, x3, λ′) +K0,p(η1, η3, x1, x3, λ′) + λ˙′ Λ′ + λ˙′(η1 ∂ξ
∗
1
∂λ′
+ η3
∂ξ∗3
∂λ′
) (10.52)
ou` K0,2 ne contient que les termes d’ordre 2 du de´veloppement en se´rie (voir Annexe H) et K0,p
tous les autres termes.
1Nous ne fournissons ici que les expressions nume´riques, les expressions analytiques e´tant conside´rablement
longues.
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10.2.3 Untangling Transformation
Nous devions ensuite effectuer une transformation appele´e “untangling” (voir section 4.8.3)
afin d’e´liminer les termes croise´s. Son e´criture en fonction du “parame`tre” λ′ est la suivante :
η1 = r − β(λ′) s (10.53)
η3 = (1− α(λ′) β(λ′)) s+ α(λ′) r (10.54)
x1 = R (1− α(λ′) β(λ′))− α(λ′) S (10.55)
x3 = S + β(λ
′) R (10.56)
λ′ = λ′′ (10.57)
Λ′ = Λ′′ + ρ′(r, s, R, S, λ′). (10.58)
Les expressions obtenues pour α et β par le proce´de´ explique´ dans la section 4.8.3 sont :
α =
1
2 (dRR dsr + dSR dss)
(−drr dRR + dss dSS +
√
(−4 (dRR dsr + dSR dss) ×
(−drr dSR − dsr dSS)) + (drr dRR − dss dSS)2
)
(10.59)
β =
dRR dsr + dSR dss√
4 (dRR dsr + dSR dss) (drr dSR + dsr dSS) + (drr dRR − dss dSS)2
(10.60)
ou` les drr, dsr, dss, dRR, dSR, dSS de´pendent de λ′ (vu leur longueur, ces expressions n’ont pu
eˆtre fournies explicitement).
Afin d’utiliser a` nouveau la condition ne´cessaire et suffisante de canonicite´, nous calculons
les crochets de Poisson et obtenons les expressions suivantes :
[x1; Λ
′] =
∂ρ′
∂s
α− ∂β
∂λ′
Rα+
∂α
∂λ′
(−S −Rβ)− ∂ρ
′
∂r
(1− αβ) (10.61)
[x3; Λ
′] = −∂ρ
′
∂s
+
∂β
∂λ′
R− ∂ρ
′
∂r
β (10.62)
[η1; Λ
′] =
∂ρ′
∂R
− ∂β
∂λ′
s− ∂ρ
′
∂S
β (10.63)
[η3; Λ
′] =
∂ρ′
∂R
α− ∂β
∂λ′
s α+
∂α
∂λ′
(r − s β) + ∂ρ
′
∂S
(1− αβ). (10.64)
En annulant ces crochets et re´solvant le syste`me, nous trouvons l’expression des de´rive´es par-
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tielles de ρ′ par rapport aux nouvelles variables :
∂ρ′
∂r
= − ∂α
∂λ′
S − ∂α
∂λ′
Rβ (10.65)
∂ρ′
∂s
=
∂β
∂λ′
R +
∂α
∂λ′
S β +
∂α
∂λ′
Rβ2 (10.66)
∂ρ′
∂R
=
∂β
∂λ′
s− ∂α
∂λ′
r β +
∂α
∂λ′
s β2 (10.67)
∂ρ′
∂S
= − ∂α
∂λ′
(r − s β). (10.68)
On obtient ainsi l’expression de ρ′ :
ρ′ = (
∂β
∂λ′
+
∂α
∂λ′
β2)Rs− ∂α
∂λ′
r S − ∂α
∂λ′
β r R +
∂α
∂λ′
β s S. (10.69)
Les expressions de ces coefficients faisant plusieurs centaines de lignes, nous en donnons
plutoˆt un ordre de grandeur par l’interme´diaire des figures ci-dessous
• avec λ′ = e :
dans chacune des Figures 10.5, 10.6, 10.7, nous avons fait varier e autour de sa valeur
principale qui est de 0.206.
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FIG. 10.5 – Valeur du coefficient (sans son
signe) de Rs dans l’expression de ρ′ pour e
allant de 0 a` 0.512.
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FIG. 10.6 – Valeur du coefficient (sans son
signe) de r S dans l’expression de ρ′ pour e
allant de 0 a` 0.512.
On peut constater sur les graphiques que tous ces coefficients sont ne´gligeables (l’ordre
de grandeur du plus grand coefficient au voisinage de e = 0.206 e´tant de 10−8 et celui du
plus petit de 10−14).
• avec λ′ = sin io :
dans chacune des Figures 10.8, 10.9, 10.10, nous avons fait varier io autour de sa valeur
principale qui est de 7˚.
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FIG. 10.7 – Valeur du coefficient (sans son
signe) de r R (et de celui de s S) dans l’ex-
pression de ρ′ pour e allant de 0 a` 0.512.
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FIG. 10.8 – Valeur du coefficient (sans son
signe) de Rs dans l’expression de ρ′ pour
sin io allant de 0 a` 0.25 (c-a`-d io allant de 0
a` 14˚).
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FIG. 10.9 – Valeur du coefficient (sans son
signe) de r S dans l’expression de ρ′ pour
sin io allant de 0 a` 0.25 (c-a`-d io allant de 0
a` 14˚).
On voit donc, contrairement a` l’excentricite´ que l’influence de io n’est pas ne´gligeable (le
plus grand coefficient au voisinage de io = 7˚ e´tant d’ordre 10−1 et le plus petit d’ordre
10−5).
En re´sume´, comme pour la transformation pre´ce´dente, l’influence de l’excentricite´ est ne´-
gligeable tandis que celle de l’inclinaison est nettement plus importante.
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FIG. 10.10 – Valeur du coefficient (sans son
signe) de r R (et de celui de s S) dans l’ex-
pression de ρ′ pour sin io allant de 0 a` 0.25
(c-a`-d io allant de 0 a` 14˚).
Notre Hamiltonien s’e´crit maintenant :
K = K0,2(r, s, R, S, λ′′) +K0,p(r, s, R, S, λ′′) + λ˙′′ Λ′′ + λ˙′′(ρ+ ρ′) (10.70)
= K0,2(r, s, R, S, λ′′) +K0,p(r, s, R, S, λ′′)
+λ˙′′ Λ′′ + λ˙′′((r − β s) ∂ξ
∗
1
∂λ′′
+ ((1− αβ) s+ α r) ∂ξ
∗
3
∂λ′′
)
+λ˙′′
(
(
∂β
∂λ′′
+
∂α
∂λ′′
β2)Rs− ∂α
∂λ′′
r S − ∂α
∂λ′′
β r R +
∂α
∂λ′′
β s S
)
(10.71)
ou` K0,2 ne contient que les termes d’ordre 2 non croise´s et est donc de la forme :
K0,2 = AR2 +B r2 + C S2 +D s2 (10.72)
avec A,B,C et D de´pendant de λ′′.
10.2.4 Changement d’e´chelle
La transformation suivante e´tait un changement d’e´chelle (voir section 4.8.4) afin d’asso-
cier a` chaque couple de variable et moment associe´ le meˆme coefficient. A nouveau, nous la
re´e´crivons avec une de´pendance des coefficients en λ′′ cette fois :
r = α′(λ′′) u (10.73)
R =
U
α′(λ′′)
(10.74)
s = β′(λ′′) v (10.75)
S =
V
β′(λ′′)
(10.76)
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λ′′ = λ¯ (10.77)
Λ′′ = Λ¯ + R¯(u, U, v, V, λ¯). (10.78)
Dans ces variables, K0,2 s’e´crit :
K0,2 = A 1
α′2
U2 +B α′2 u2 + C
1
β′2
V 2 +Dβ′2 v2. (10.79)
Afin d’obtenir les meˆmes coefficients devant u2 et U2, nous devons e´galer leurs coefficients
respectifs (meˆme principe pour v2 et V 2). On obtient ainsi les expressions de α′ et de β′ :
α′ = 4
√
A
B
et β′ = 4
√
C
D
. (10.80)
Ces expressions e´tant assez longues, nous les donnons en annexe (voir Annexe I).
Calculons, cette fois encore, les crochets de Poisson :
[r; Λ′′] = α′
∂R¯
∂U
+
∂α′
∂λ¯
u (10.81)
[s; Λ′′] = β′
∂R¯
∂V
+
∂β′
∂λ¯
v (10.82)
[R; Λ′′] = − 1
α′
∂R¯
∂u
− 1
α′2
∂α′
∂λ¯
U (10.83)
[S; Λ′] = − 1
β′
∂R¯
∂v
− 1
β′2
∂β′
∂λ¯
V. (10.84)
En e´galant les membres de droite a` 0, on trouve les expressions des de´rive´es partielles de R¯ par
rapport a` chacune des nouvelles variables :
∂R¯
∂U
= − 1
α′
∂α′
∂λ¯
u (10.85)
∂R¯
∂V
= − 1
β′
∂β′
∂λ¯
v (10.86)
∂R¯
∂u
= − 1
α′
∂α′
∂λ¯
U (10.87)
∂R¯
∂v
= − 1
β′
∂β′
∂λ¯
V. (10.88)
On voit donc aise´ment que l’expression de R¯ est donne´e par :
R¯ = − 1
α′
∂α′
∂λ¯
uU − 1
β′
∂β′
∂λ¯
v V. (10.89)
Les expressions des coefficients de uU et v V faisant 200 pages2 chacune, nous n’avons eu
d’autre choix que de les repre´senter graphiquement :
2Ce grand nombre de termes vient du fait que les expressions de α′ et β′ (voir Annexe I) sont des fonctions
assez complexes des coefficients drr, dsr, dss, dRR, dSR, dSS qui eux-memes sont des fonctions assez longues de
λ.
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• avec λ = e,
dans chacune des deux Figures 10.11 et 10.12, nous avons fait varier e autour de sa valeur
principale qui est de 0.206 :
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FIG. 10.11 – Valeur du coefficient de uU dans
l’expression de R¯ pour e allant de 0 a` 0.512.
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FIG. 10.12 – Valeur du coefficient de v V dans
l’expression de R¯ pour e allant de 0 a` 0.512.
On peut constater sur les graphiques que le coefficient de v V est ne´gligeable (de l’ordre
de 10−9) tandis que celui de uU (de l’ordre de l’unite´) ne l’est pas, sauf pour un petit
intervalle de valeurs proches de 0.4.
• avec λ = sin io,
dans chacune des deux Figures 10.13 et 10.14, nous avons fait varier io autour de sa valeur
principale qui est de 7˚.
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FIG. 10.13 – Valeur du coefficient de uU dans
l’expression de R¯ pour sin io allant de 0 a` 0.25
c-a`-d io allant de 0 a` 14˚
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FIG. 10.14 – Valeur du coefficient de uU dans
l’expression de R¯ pour sin io allant de 0 a` 0.25
c-a`-d io allant de 0 a` 14˚
On constate donc, a` nouveau, que l’influence de io n’est pas ne´gligeable (de l’ordre de
10−2).
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De`s lors, contrairement aux transformations pre´ce´dentes, l’influence de l’excentricite´ est loin
d’eˆtre ne´gligeable ; elle est meˆme, pour beaucoup de valeurs de e plus importante que celle de
l’inclinaison.
Dans ces variables, notre Hamiltonien prend la forme suivante :
K = K0,2(u, v, U, V, λ¯) +K0,p(u, v, U, V, λ¯) + ˙¯λ Λ¯ + ˙¯λ(ρ+ ρ′ + R¯) (10.90)
= K0,2(u, v, U, V, λ¯) +K0,p(u, v, U, V, λ¯)
+ ˙¯λ Λ¯ + ˙¯λ((α′ u− β β′ v) ∂ξ
∗
1
∂λ¯
+ ((1− αβ) β′ v + α α′ u) ∂ξ
∗
3
∂λ¯
)
+ ˙¯λ
(
(
∂β
∂λ¯
+
∂α
∂λ¯
β2)
U
α′
β′ v − ∂α
∂λ¯
α′ u
V
β′
− ∂α
∂λ¯
β α′ u
U
α′
+
∂α
∂λ¯
β β′ v
V
β′
)
+ ˙¯λ
(
− 1
α′
∂α′
∂λ¯
uU − 1
β′
∂β′
∂λ¯
v V
)
(10.91)
ou` K0,2 s’exprime de la fac¸on suivante :
K0,2 = A
α′2
(u2 + U2) +
C
β′2
(v2 + V 2). (10.92)
La dernie`re transformation de la section 4.8 e´tait le passage aux coordonne´es angle-action
qui n’introduit pas de fonction “reste”.
En conclusion, voici un Tableau (Tab. 10.1) re´capitulatif de l’influence de l’excentricite´ et de
l’inclinaison lorsqu’elles sont conside´re´es comme des fonctions lentes du temps. Comme nous
l’avons de´ja` dit au cours de cette section, on peut constater que l’influence de l’inclinaison est
plus importante que celle de l’excentricite´, ce qui rejoint les conclusions de Peale (2006). Pour
avoir une estimation de l’ordre de grandeur de la perturbation, ces valeurs sont a` multiplier par
λ˙ (voir e´q. (10.90)). Notons que comme λ a e´te´ de´finie comme une fonction lente du temps, λ˙
doit eˆtre au plus de l’ordre de 10−4 1an (par comparaison avec notre plus petite fre´quence propre
qui vaut 5.89928 10−3 1an).
10.3 Illustration nume´rique
Afin d’illustrer ce chapitre par un exemple simple, nous avons conside´re´ des formulations
line´aires de nos fonctions lentes du temps e et sin io :
e = e∗ + ωe t (10.93)
sin io = sin i
∗
o + ωio t (10.94)
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Transformation Ordre du plus grand Ordre du plus grand
coefficient dans la fonction coefficient dans la fonction
“reste” pour λ = e “reste” pour λ = sin io
Translation O(10−11) O(1)
Untangling O(10−8) O(10−1)
Echelle O(1) O(10−2)
TAB. 10.1 – Tableau re´capitulatif des diffe´rents ordres de grandeur des coefficients des fonctions
“reste” obtenues lorsque l’on conside`re e et sin io comme des fonctions lentes du temps.
avec e∗ et sin i∗o les valeurs initiales et ωe et ωio de petits coefficients (dans notre simulation
leurs valeurs respectives3 sont −0.25 10−6 et −0.23 10−6).
Nous avons e´galement choisi de ne garder, dans l’expression de notre Hamiltonien (10.90)
exprime´ en coordonne´es angle-action, que les fonctions “reste” les plus influentes de la section
pre´ce´dente, a` savoir les fonctions ρ et ρ′ lorque λ = sin io et la fonction R¯ lorsque λ = e (voir
Tableau 10.1). Nous avons ensuite de´veloppe´ l’Hamiltonien ainsi obtenu en se´rie de Mac Laurin
du 1er ordre en ωe et ωio . Son expression est donne´e par :
K = 0.396234 J1 + 0.00589928 J3 − 0.0640788ωe t
+0.764023 J1 ωe t+ 0.00671336 J3 ωe t+ 0.0358966 J1 ωio t cos
2 ψ1
−0.0306576
√
J3 ωio t cosψ3 − 0.000362505 J3 ωio t cos2 ψ3
+0.0358966 J1 ωio t sin
2 ψ1 + 0.964106 J1 ωe sin 2ψ1
+5.19683
√
J3 ωio sinψ3 + 0.0992028
√
J1
√
J3 ωio cosψ1 sinψ3
−0.000362505 J3 ωio t sin2 ψ3. (10.95)
Pour calculer les e´quilibres de ce mode`le et inte´grer les e´quations du mouvement, nous
avons pre´fe´re´ passer en coordonne´es carte´siennes afin d’e´viter les singularite´s. Soient donc
x1 =
√
2J1 sinψ1 (10.96)
y1 =
√
2J1 cosψ1 (10.97)
x3 =
√
2J3 sinψ3 (10.98)
y3 =
√
2J3 cosψ3. (10.99)
3Ces valeurs approximatives sont tire´es de la Figure 10.1.
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Dans ces coordonne´es, l’Hamiltonien s’e´crit :
K = 0.198117x21 + 0.00294964x23 + 0.198117 y21 + 0.00294964 y23
−0.0640788ωe t+ 0.382011ωe t x21 + 0.00335668ωe t x23
+0.964106ωe x1 y1 + 0.382011ωe t y
2
1 + 0.00335668ωe t y
2
3
+0.0179483ωio t x
2
1 + 3.67472ωio x3 − 0.000362505ωio t x23
+0.0496014ωio x3 y1 + 0.0179483ωio t y
2
1 − 0.0216782ωio t y3
−0.000181253ωio t y23 (10.100)
et les e´quations du mouvement sont donne´es par
x˙1 = 0.396234 y1 + 0.964106ωe x1 + 0.764023ωe t y1
+0.0496014ωio x3 + 0.0358966ωio t y1 (10.101)
x˙3 = 0.00589928 y3 + 0.00671336ωe t y3 − 0.0216782ωio t
−0.000362505ωio t y3 (10.102)
y˙1 = − (0.396234x1 + 0.764023ωe t x1 + 0.964106ωe y1
+ 0.0358966ωio t x1) (10.103)
y˙3 = − (0.00589928x3 + 0.00671336ωe t x3 + 3.67472ωio
−0.00072501ωio t x3 + 0.0496014ωio y1) . (10.104)
En annulant ces e´quations et en re´solvant le syste`me ainsi obtenu, nous trouvons les ex-
pressions (de´pendant du temps) des valeurs d’e´quilibre pour x1, x3, y1 et y3. L’e´volution de ces
valeurs d’e´quilibre en fonction du temps est repre´sente´e sur les Figures 10.15, 10.16, 10.17 et
10.18 pour une dure´e de 500000 ans. Notons que les ordres de grandeurs sont tre`s diffe´rents, ce
qui ne sera pas facile a` ge´rer dans l’inte´gration nume´rique des e´quations du mouvement.
Une des utilite´s de ce mode`le adiabatique e´tant de montrer que l’axe du moment angulaire
suit son e´tat de Cassini lorsque les e´le´ments orbitaux varient lentement avec le temps, nous
pre´sentons ici, comme Peale (2006), les mouvements obtenus par inte´gration nume´rique, pour
le degre´ de liberte´ (x3, y3). On peut effectivement voir sur les Figures 10.19 et 10.21 que le
mouvement suit parfaitement la trajectoire de l’e´quilibre (les valeurs initiales prises pour x3 et
y3 sont respectivement 0 et
√
2 10−2) tout en effectuant une oscillation autour de celui-ci avec
une pe´riode de 1065 ans (Figures 10.20 et 10.22).
Par ailleurs, on voit tre`s bien sur la Figure 10.23 (et mieux encore sur son zoom (Figure
10.24)) que, dans le plan de phase (y3, x3), l’aire est conserve´e, ce qui est caracte´ristique d’un
mode`le adiabatique.
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FIG. 10.15 – Evolution de la valeur
d’e´quilibre de x1 en fonction du temps
exprime´ en anne´es.
FIG. 10.16 – Evolution de la valeur
d’e´quilibre de y1 en fonction du temps
exprime´ en anne´es.
FIG. 10.17 – Evolution de la valeur
d’e´quilibre de x3 en fonction du temps
exprime´ en anne´es.
FIG. 10.18 – Evolution de la valeur
d’e´quilibre de y3 en fonction du temps
exprime´ en anne´es.
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FIG. 10.19 – La courbe rouge repre´sente le
mouvement de x3 (a` partir de la condition
initiale x3 = 0) tandis que la courbe verte
repre´sente l’e´volution de la valeur d’e´quilibre
de x3 avec le temps.
FIG. 10.20 – Zoom sur le mouvement de
x3 en fonction du temps sur l’intervalle
[150000, 160000] ans.
FIG. 10.21 – La courbe rouge repre´sente le
mouvement de y3 (a` partir de la condition ini-
tiale y3 =
√
2 10−2) tandis que la courbe verte
repre´sente l’e´volution de la valeur d’e´quilibre
de y3 avec le temps.
FIG. 10.22 – Zoom sur le mouvement de
y3 en fonction du temps sur l’intervalle
[150000, 160000] ans.
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FIG. 10.23 – La courbe rouge de´crit des orbites elliptiques autour de la courbe illustrant
l’e´volution des valeurs d’e´quilibre du couples (y3, x3).
FIG. 10.24 – Zoom de la Figure 10.23 pour y3 ∈ [−0.3,−0.29]. L’aire des orbites est clairement
conserve´e.
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CHAPITRE 11
CONCLUSION ET PERSPECTIVES
Le but de ce travail a e´te´ de construire un mode`le analytique de base de la rotation de Mer-
cure. Dans ce mode`le, Mercure est conside´re´ comme rigide, la normale a` l’orbite, l’axe du
moment angulaire et l’axe principal de plus petite inertie sont dissocie´s, l’orbite est ke´ple´rienne
(sauf dans le dernier chapitre) et aucune force dissipative n’est prise en compte. Nous avons
travaille´ en formalisme hamiltonien, a` 3 degre´s de liberte´ (a` 2 degre´s de liberte´ dans certains
chapitres). La re´sonance spin-orbite 3 : 2, caracte´ristique de Mercure, a e´te´ la pierre d’angle
de notre mode`le. Notre the´orie est a` moyen terme (les pe´riodes propres comprises entre 10
et 1000 ans), les courtes pe´riodes ayant e´te´ moyennise´es ; nous rajoutons toutefois de tre`s
longues pe´riodes (> 105 ans) dans le dernier chapitre en introduisant les effets dus aux autres
plane`tes du Syste`me Solaire. Ces effets se´culaires se traduisent de manie`re adiabatique par
un lent de´placement de l’e´quilibre avec confinement du mouvement autour de celui-ci. Notre
mode`le est tronque´ a` l’ordre 2 en excentricite´, nous avons montre´ que ce choix e´tait pertinent
en e´tudiant l’importance des troisie`me et quatrie`me ordres. Il est de plus limite´ a` l’ordre 2 en
harmoniques sphe´riques, la raison en est que les harmniques d’ordre plus e´leve´s sont encore
fort me´connus.
Le mode`le ainsi obtenu est tre`s performant, malgre´ les quelques hypothe`ses simplificatrices
que nous avons pose´es : il permet, en effet, de retrouver avec une tre`s bonne approximation les
re´sultats obtenus par le mode`le nume´rique SONYR (Rambaux & Bois, 2004) couvrant pourtant
un plus grand nombre d’effets dissipatifs.
Par conse´quent, notre mode`le peut servir de base a` des mode`les plus complets incluant
les effets dissipatifs (mare´e et friction noyau-manteau), l’effet relativiste de la pre´cession du
pe´ricentre (assez simple a` ajouter, du moins en premie`re approximation, puisqu’il suffirait
d’ajuster la valeur de µ2), les courtes pe´riodes et la non rigidite´ de Mercure, tous ces effets
pouvant eˆtre greffe´s comme des perturbations.
Notre mode`le a d’ailleurs de´ja` fait ses preuves dans deux domaines d’applications : dans le
cadre de la mission BepiColombo, Dufey et al (2006) se sont base´s sur notre mode`le et y ont
inclus les courtes pe´riodes (pe´riodes de rotation et de re´volution). Dans un autre contexte, (a`
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savoir, la de´termination de la taille du noyau de Mercure), Yseboodt & Margot (2005), toujours
a` partir de notre mode`le, ont montre´ que si l’on introduit les plane`tes de fac¸on adiabatique, en
supposant, au de´part, leurs masses nulles et en les faisant augmenter lentement avec le temps,
l’axe du moment angulaire reste dans une position proche d’un e´tat de Cassini instantane´ sans
avoir recours a` des processus dissipatifs plus complique´s (en ajoutant simplement un potentiel
plane´taire se´culaire a` notre Hamiltonien de de´part).
De plus, l’avantage d’un mode`le analytique e´tant de permettre l’e´tude d’un proble`me a`
partir de n’importe quelles donne´es nume´riques, notre mode`le peut e´galement s’ave´rer tre`s utile
pour l’analyse de missions. Par exemple, toutes les valeurs nume´riques obtenues dans ce travail
l’ont e´te´ pour des valeurs traditionnelles tire´es de la litte´rature (Anderson et al. (1987), Nasa).
Toutefois Margot (2007) vient de mesurer, par des observations radar, une pe´riode de libration
de 12 ans qui ne coı¨ncide donc pas avec notre valeur de 15.86 ans. Ceci provient du fait que
nous avons conside´re´ Mercure comme un corps rigide, ne´gligeant ainsi l’effet du noyau liquide
(Rambaux et al., 2007a). En ajoutant cet effet a` notre mode`le, nous pourrons certainement
retrouver cette nouvelle pe´riode de libration. En outre, graˆce a` l’ajustement des coefficients
C20 et C
2
2 par les missions MESSENGER et BepiColombo, une valeur encore plus pre´cise de
cette pe´riode pourra aise´ment eˆtre obtenue. Un autre avantage de notre mode`le analytique est
qu’il se preˆte parfaitement a` l’analyse d’e´quations aux variations par rapport a` l’un ou l’autre
parame`tre, permettant ainsi de corriger les orbites. Notre e´quipe de recherche est de´ja` implique´e,
sur base de ce travail de pionnier sur la rotation de Mercure, dans le projet MORE de la mission
BepiColombo de l’ESA. Elle est officiellement en charge du module “Rotation” dans ce projet,
e´tant la seule a` avoir formalise´ et calcule´ ce mouvement re´sonant.
Avec l’ajout de courtes pe´riodes et l’introduction de the´ories orbitales perturbatrices plus
comple`tes, ce mode`le, encore au stade qualitatif, devrait fournir les donne´es quantitatives ne´-
cessaires d’une part a` la mission BepiColombo et d’autre part aux spe´cialistes de la structure
interne des plane`tes telluriques.
ANNEXES

ANNEXE A
CALCUL DE L’E´NERGIE CINE´TIQUE DE
ROTATION D’UN CORPS HOMOGE`NE
RIGIDE
A.1 Energie cine´tique de rotation
Soit ~ω le vecteur instantane´ de rotation et I la matrice d’inertie de ce corps, l’e´nergie
cine´tique T peut eˆtre e´crite de la fac¸on suivante :
T =
1
2
(~ω I ~ω) (A.1)
=
1
2
(~ω|~L) (A.2)
ou` ~L est le moment angulaire.
Dans le repe`re ( ~X3, ~Y3, ~Z3) (voir Figure 2.1),
~L = (Λ1 sin J sin (−λ2),Λ1 sin J cos (−λ2),Λ1 cos J) (A.3)
or ~L = I ~ω avec I = diag(I1, I2, I3) ou` I1, I2 et I3 sont les moments principaux d’inertie
(I1 < I2 < I3).
De`s lors, l’axe instantane´ de rotation ~ω peut s’exprimer comme suit :
~ω = (
Λ1
I1
sin J sin (−λ2), Λ1
I2
sin J cos (−λ2), Λ1
I3
cos J) (A.4)
Notons ici que l’axe du moment angulaire et l’axe instantane´ de rotation ne sont en principe
pas confondu si ce n’est dans le cas J = 0. Une expression de l’inclinaison et de la longitude
du nœud du plan normal a` l’axe instantane´ de rotation sur le plan de l’e´cliptique est fournie par
Kinoshita (1977).
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⇒ T = Λ
2
1
2
(
sin2 J(
sin2 (−λ2)
I1
+
cos2 (−λ2)
I2
) +
1
I3
cos2 J
)
(A.5)
=
1
2
(
(Λ21 − Λ21 cos2 J)(
sin2 λ2
I1
+
cos2 λ2
I2
) +
1
I3
Λ21 cos
2 J
)
(A.6)
=
1
2
(
(Λ21 − (Λ1 − Λ2)2)(
sin2 λ2
I1
+
cos2 λ2
I2
) +
(Λ1 − Λ2)2
I3
)
.
(A.7)
A.2 Quelques pre´cisions au sujet des axes principaux d’iner-
tie
On peut montrer qu’en l’absence de force exte´rieure, l’e´nergie cine´tique de rotation est
constante. De`s lors, si l’on re´e´crit l’e´quation (A.1) de la fac¸on suivante :
I1 ω
2
x + I2 ω
2
y + I3 ω
2
z = 2T, (A.8)
ce qui est equivalent a`
ω2x
1/I1
+
ω2y
1/I2
+
ω2z
1/I3
= 2T, (A.9)
on obtient l’e´quation d’un ellipsoı¨de dont le plus grand axe est le long de ~X3 et le plus petit
le long de ~Z3. ~X3, l’axe principal de plus petite inertie est donc le plus grand axe inertie et
inverse´ment, ~Z3, l’axe de plus grande inertie est le plus petit axe d’inertie.
ANNEXE B
CALCUL DU POTENTIEL DU CHAMP DU
GRAVITE´
Si l’on conside`re le proble`me a` deux corps suivant :
M
dm
r
u
!
"
m
FIG. B.1 – Le corps de gauche repre´sente Mercure (massem) tandis que celui de droite figure le
Soleil (masse M) conside´re´ comme une masse ponctuelle et donc re´duit a` son centre de masse.
ou`
– dm est un e´le´ment de masse,
– ~r est le vecteur joignant le centre de masse de Mercure avec celui du Soleil,
– ~u est le vecteur position de l’e´le´ment de masse par rapport au centre de masse de Mercure,
– ~∆ est le vecteur joignant l’e´le´ment de masse au centre de masse du Soleil,
– ϕ est la longitude de l’e´le´ment de masse dm.
La de´finition du potentiel est donne´e par :
VG = −GM
∫
m
1
∆
dm (B.1)
ou` G est la constante de gravitation. Or
∆2 = (~∆|~∆) = ((~r − ~u)|(~r − ~u)) (B.2)
= r2 − 2(~r|~u) + u2 (B.3)
= r2 − 2 r u cosϕ+ u2. (B.4)
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De`s lors,
1
∆
=
1
r
(
1− 2u
r
cosϕ+
u2
r2
)−1/2
. (B.5)
Toutefois, e´tant donne´ que u est tre`s petit par rapport a` r, nous pouvons utiliser son de´veloppement
en se´rie bien connu autour de u = 0 :
1
∆
=
1
r
(u
r
)n
Pn(cosϕ) (B.6)
ou` les Pn sont les polynoˆmes de Legendre.
En inte´grant, nous trouvons
VG =
−GM
r
∞∑
n=0
∫
m
(u
r
)n
Pn(cosϕ) dm. (B.7)
De plus, les Pn peuvent eˆtre exprime´s de la fac¸on suivante (Peale, 1974 et Kaula, 1966) :
Pn(cosϕ) =
n∑
m=0
(2n− 2m)!
(n+m)!
Pmn (sin ηs)P
m
n (sin ηm)
×(cosnλs cosmλm + sinnλs sinmλm) (B.8)
avec ηs et λs la latitude et la longitude du Soleil dans le repe`re ( ~X3, ~Y3, ~Z3), ηm et λm la latitude
et la longitude de ~u et Pmn les polynoˆmes de Legendre associe´s :
Pmn (z) = (1− z2)m/2
dm
dzm
Pn(z).
VG peut donc eˆtre e´crit de la fac¸on suivante :
VG = −
∞∑
n=0
GM
rn+1
n∑
m=0
Pmn (sin ηs){Cmn cosmλs + Smn sinmλs} (B.9)
avec
Cmn =
(2n− 2m)!
(m+ n)!
∫
m′
unPmn (sin ηm′) cosmλm′ dm
′ (B.10)
Smn =
(2n− 2m)!
(m+ n)!
∫
m′
unPmn (sin ηm′) sinmλm′ dm
′ (B.11)
ou` nous avons renomme´ (dans cette expression uniquement) la masse de Mercure, sa longitude
et sa latitude,m′, ηm′ et λm′ pour e´viter toute confusion.
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On peut montrer que C00 = m
′ et que C01 , S
0
1 , C
1
1 et S
1
1 sont nuls si nous choisissons le centre
de gravite´ de Mercure comme origine. De plus, le fait de prendre les axes principaux d’inertie
comme axes du repe`re permet l’annulation de tous les Cm2 et S
m
2 (m = 0, 1, 2) excepte´ C
0
2 et
C22 :
C02 =
I1 + I2 − 2I3
2
(B.12)
C22 =
I2 − I1
4
. (B.13)
Sous ces conditions, le potentiel limite´ a` l’ordre 2 est donne´ par
VG = −GMmR
2
e
r3
(C˜02 P2(sin ηs) + C˜
2
2 P
2
2 (sin ηs) cos 2λs). (B.14)
ou` Re est le rayon e´quatorial de Mercure et C˜02 et C˜
2
2 sont des grandeurs sans dimension
1 :
C˜02 =
C02
mR2e
(B.15)
C˜22 =
C22
mR2e
. (B.16)
1Notons que dans tout le manuscrit (hors cette annexe), nous avons utilise´, par souci de le´ge`rete´ du texte, les
notations sans “˜” pour de´signer les grandeurs sans dimension.
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ANNEXE C
DEUX DES QUATRE E´QUATIONS DU
MOUVEMENT DU MODE`LE SIMPLIFIE´ A` 2
DEGRE´S DE LIBERTE´
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-
dH
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
ds1
=
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
HL0 - 3 L1ÅÅÅÅÅÅÅÅ
2
L
6
 
i
k
jj3 C22 a
i
k
jj-
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
384
H168 e - 369 e3L Sin@2 s1D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
192
H168 e - 369 e3L Cos@i0D Sin@2 s1D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
384
H168 e - 369 e3L Cos@i0D2 Sin@2 s1D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
192
H168 e - 369 e3L Cos@KD Sin@2 s1D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅ
96
H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@KD Sin@2 s1D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
192
H168 e - 369 e3L
Cos@i0D2 Cos@KD Sin@2 s1D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
384
H168 e - 369 e3L Cos@KD2 Sin@2 s1D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
192
H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@KD2 Sin@2 s1D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
384
H168 e - 369 e3L Cos@i0D2
Cos@KD2 Sin@2 s1D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅ
96
H168 e - 369 e3L Sin@i0D Sin@KD Sin@2 s1 + s3D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅ
96
H168 e - 369 e3L Cos@i0D Sin@i0D Sin@KD Sin@2 s1 + s3D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅ
96
H168 e - 369 e3L Cos@KD Sin@i0D Sin@KD Sin@2 s1 + s3D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅ
96
H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@KD Sin@i0D Sin@KD Sin@2 s1 + s3D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
192
H168 e - 369 e3L Sin@2 s1 + 2 s3D +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
192
H168 e - 369 e3L Cos@i0D2 Sin@2 s1 + 2 s3D +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
192
H168 e - 369 e3L Cos@KD2 Sin@2 s1 + 2 s3D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
192
H168 e - 369 e3L Cos@i0D2
Cos@KD2 Sin@2 s1 + 2 s3D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅ
96
H168 e - 369 e3L Sin@i0D2 Sin@2 s1 + 2 s3D +
1
ÅÅÅÅÅÅÅ
96
H168 e - 369 e3L Cos@KD2 Sin@i0D2 Sin@2 s1 + 2 s3D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅ
96
H168 e - 369 e3L Sin@i0D
Sin@KD Sin@2 s1 + 3 s3D +
1
ÅÅÅÅÅÅÅ
96
H168 e - 369 e3L Cos@i0D Sin@i0D Sin@KD Sin@2 s1 + 3 s3D +
1
ÅÅÅÅÅÅÅ
96
H168 e - 369 e3L Cos@KD Sin@i0D Sin@KD Sin@2 s1 + 3 s3D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅ
96
H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@KD Sin@i0D Sin@KD Sin@2 s1 + 3 s3D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
384
H168 e - 369 e3L Sin@2 s1 + 4 s3D +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
192
H168 e - 369 e3L Cos@i0D Sin@2 s1 + 4 s3D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
384
H168 e - 369 e3L Cos@i0D2 Sin@2 s1 + 4 s3D +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
192
H168 e - 369 e3L Cos@KD
Sin@2 s1 + 4 s3D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅ
96
H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@KD Sin@2 s1 + 4 s3D +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
192
H168 e - 369 e3L Cos@i0D2 Cos@KD Sin@2 s1 + 4 s3D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
384
H168 e - 369 e3L
Cos@KD2 Sin@2 s1 + 4 s3D +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
192
H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@KD2 Sin@2 s1 + 4 s3D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
384
H168 e - 369 e3L Cos@i0D2 Cos@KD2 Sin@2 s1 + 4 s3D
y
{
zz
y
{
zz
Untitled-18 1
FIG. C.1 – De´rive´e de l’Hamiltonien simplifie´ par rapport a` σ1.
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ds3
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1
ÅÅÅÅ
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C20
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k
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3
ÅÅÅÅ
8
H8 + 12 e2L Cos@i0D Cos@KD Sin@i0D Sin@KD Sin@s3D +
3
ÅÅÅÅÅÅÅ
16
H8 + 12 e2L Sin@2 s3D -
3
ÅÅÅÅÅÅÅ
16
H8 + 12 e2L Cos@i0D2 Sin@2 s3D -
3
ÅÅÅÅÅÅÅ
16
H8 + 12 e2L Cos@KD2 Sin@2 s3D +
3
ÅÅÅÅÅÅÅ
16
H8 + 12 e2L Cos@i0D2 Cos@KD2 Sin@2 s3D
y
{
zz +
3 C22
i
k
jj-
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
192
H168 e - 369 e3L Sin@i0D Sin@KD Sin@2 s1 + s3D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
192
H168 e - 369 e3L Cos@i0D Sin@i0D Sin@KD Sin@2 s1 + s3D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
192
H168 e - 369 e3L Cos@KD Sin@i0D Sin@KD Sin@2 s1 + s3D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
192
H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@KD Sin@i0D Sin@KD Sin@2 s1 + s3D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
192
H168 e - 369 e3L Sin@2 s1 + 2 s3D +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
192
H168 e - 369 e3L Cos@i0D2 Sin@2 s1 + 2 s3D +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
192
H168 e - 369 e3L Cos@KD2 Sin@2 s1 + 2 s3D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
192
H168 e - 369 e3L Cos@i0D2
Cos@KD2 Sin@2 s1 + 2 s3D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅ
96
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C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D2 Cos@JD2 Cos@KD2 Cos@2 s1 + 2 s3D +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
512
C20 H168 e - 369 e3L Cos@2 l2 + 2 s1 + 2 s3D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
512
C20 H168 e - 369 e3L Cos@i0D2 Cos@2 l2 + 2 s1 + 2 s3D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
512
C20 H168 e - 369 e3L Cos@JD2 Cos@2 l2 + 2 s1 + 2 s3D +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
512
C20 H168 e - 369 e3L Cos@i0D2 Cos@JD2 Cos@2 l2 + 2 s1 + 2 s3D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
512
C20 H168 e - 369 e3L Cos@KD2 Cos@2 l2 + 2 s1 + 2 s3D +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
512
C20 H168 e - 369 e3L Cos@i0D2 Cos@KD2 Cos@2 l2 + 2 s1 + 2 s3D +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
512
C20 H168 e - 369 e3L Cos@JD2 Cos@KD2 Cos@2 l2 + 2 s1 + 2 s3D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
512
C20 H168 e - 369 e3L Cos@i0D2 Cos@JD2 Cos@KD2 Cos@2 l2 + 2 s1 + 2 s3D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
512
C22 H168 e - 369 e3L Cos@4 l2 + 2 s1 + 2 s3D +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
512
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D2 Cos@4 l2 + 2 s1 + 2 s3D +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@JD Cos@4 l2 + 2 s1 + 2 s3D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D2 Cos@JD Cos@4 l2 + 2 s1 + 2 s3D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
512
C22 H168 e - 369 e3L Cos@JD2 Cos@4 l2 + 2 s1 + 2 s3D +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
512
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D2 Cos@JD2 Cos@4 l2 + 2 s1 + 2 s3D +
-
-
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1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
512
C22 H168 e - 369 e3L Cos@KD2 Cos@4 l2 + 2 s1 + 2 s3D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
512
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D2 Cos@KD2 Cos@4 l2 + 2 s1 + 2 s3D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@JD Cos@KD2 Cos@4 l2 + 2 s1 + 2 s3D +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D2 Cos@JD Cos@KD2 Cos@4 l2 + 2 s1 + 2 s3D +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
512
C22 H168 e - 369 e3L Cos@JD2 Cos@KD2 Cos@4 l2 + 2 s1 + 2 s3D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
512
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D2 Cos@JD2 Cos@KD2 Cos@4 l2 + 2 s1 + 2 s3D -
C22 H168 e - 369 e3L Cos@2 s1 + 4 s3D
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ ÅÅÅÅÅ
1024
+
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
512
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@2 s1 + 4 s3D -
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D2 Cos@2 s1 + 4 s3D
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1024
-
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
512
C22 H168 e - 369 e3L Cos@JD
Cos@2 s1 + 4 s3D +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@JD Cos@2 s1 + 4 s3D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
512
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D2 Cos@JD Cos@2 s1 + 4 s3D -
C22 H168 e - 369 e3L Cos@JD2 Cos@2 s1 + 4 s3D
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1024
+
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
512
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@JD2 Cos@2 s1 + 4 s3D -
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D2 Cos@JD2 Cos@2 s1 + 4 s3D
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1024
+
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
512
C22 H168 e - 369 e3L Cos@KD Cos@2 s1 + 4 s3D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@KD Cos@2 s1 + 4 s3D +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
512
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D2 Cos@KD Cos@2 s1 + 4 s3D +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@JD Cos@KD Cos@2 s1 + 4 s3D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
128
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@JD Cos@KD Cos@2 s1 + 4 s3D +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D2 Cos@JD Cos@KD Cos@2 s1 + 4 s3D +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
512
C22 H168 e - 369 e3L Cos@JD2 Cos@KD Cos@2 s1 + 4 s3D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@JD2 Cos@KD Cos@2 s1 + 4 s3D +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
512
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D2 Cos@JD2 Cos@KD Cos@2 s1 + 4 s3D -
C22 H168 e - 369 e3L Cos@KD2 Cos@2 s1 + 4 s3D
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1024
+
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
512
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@KD2 Cos@2 s1 + 4 s3D -
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D2 Cos@KD2 Cos@2 s1 + 4 s3D
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1024
-
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
512
C22 H168 e - 369 e3L Cos@JD Cos@KD2 Cos@2 s1 + 4 s3D +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@JD Cos@KD2 Cos@2 s1 + 4 s3D -
-
+
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125
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
512
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D2 Cos@JD Cos@KD2 Cos@2 s1 + 4 s3D -
C22 H168 e - 369 e3L Cos@JD2 Cos@KD2 Cos@2 s1 + 4 s3D
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1024
+
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
512
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@JD2 Cos@KD2 Cos@2 s1 + 4 s3D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1024
HC22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D2 Cos@JD2 Cos@KD2 Cos@2 s1 + 4 s3DL +
C20 H168 e - 369 e3L Cos@2 l2 + 2 s1 + 4 s3D
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1024
-
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
512
C20 H168 e - 369 e3L Cos@i0D
Cos@2 l2 + 2 s1 + 4 s3D +
C20 H168 e - 369 e3L Cos@i0D2 Cos@2 l2 + 2 s1 + 4 s3D
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1024
-
C20 H168 e - 369 e3L Cos@JD2 Cos@2 l2 + 2 s1 + 4 s3D
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1024
+
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
512
C20 H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@JD2 Cos@2 l2 + 2 s1 + 4 s3D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1024
HC20 H168 e - 369 e3L Cos@i0D2 Cos@JD2 Cos@2 l2 + 2 s1 + 4 s3DL -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
512
C20 H168 e - 369 e3L Cos@KD Cos@2 l2 + 2 s1 + 4 s3D +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C20 H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@KD Cos@2 l2 + 2 s1 + 4 s3D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
512
C20 H168 e - 369 e3L Cos@i0D2 Cos@KD Cos@2 l2 + 2 s1 + 4 s3D +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
512
C20 H168 e - 369 e3L Cos@JD2 Cos@KD Cos@2 l2 + 2 s1 + 4 s3D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C20 H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@JD2 Cos@KD Cos@2 l2 + 2 s1 + 4 s3D +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
512
C20 H168 e - 369 e3L Cos@i0D2 Cos@JD2 Cos@KD Cos@2 l2 + 2 s1 + 4 s3D +
C20 H168 e - 369 e3L Cos@KD2 Cos@2 l2 + 2 s1 + 4 s3D
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1024
-
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
512
C20 H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@KD2 Cos@2 l2 + 2 s1 + 4 s3D +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1024
HC20 H168 e - 369 e3L Cos@i0D2 Cos@KD2 Cos@2 l2 + 2 s1 + 4 s3DL -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1024
HC20 H168 e - 369 e3L Cos@JD2 Cos@KD2 Cos@2 l2 + 2 s1 + 4 s3DL +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
512
C20 H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@JD2 Cos@KD2 Cos@2 l2 + 2 s1 + 4 s3D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1024
HC20 H168 e - 369 e3L Cos@i0D2 Cos@JD2 Cos@KD2 Cos@2 l2 + 2 s1 + 4 s3DL -
C22 H168 e - 369 e3L Cos@4 l2 + 2 s1 + 4 s3D
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1024
+
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
512
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D
Cos@4 l2 + 2 s1 + 4 s3D -
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D2 Cos@4 l2 + 2 s1 + 4 s3D
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1024
+
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
512
C22 H168 e - 369 e3L Cos@JD Cos@4 l2 + 2 s1 + 4 s3D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@JD Cos@4 l2 + 2 s1 + 4 s3D +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
512
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D2 Cos@JD Cos@4 l2 + 2 s1 + 4 s3D -
C22 H168 e - 369 e3L Cos@JD2 Cos@4 l2 + 2 s1 + 4 s3D
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1024
+
-
+
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1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
512
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@JD2 Cos@4 l2 + 2 s1 + 4 s3D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1024
HC22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D2 Cos@JD2 Cos@4 l2 + 2 s1 + 4 s3DL +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
512
C22 H168 e - 369 e3L Cos@KD Cos@4 l2 + 2 s1 + 4 s3D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@KD Cos@4 l2 + 2 s1 + 4 s3D +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
512
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D2 Cos@KD Cos@4 l2 + 2 s1 + 4 s3D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@JD Cos@KD Cos@4 l2 + 2 s1 + 4 s3D +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
128
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@JD Cos@KD Cos@4 l2 + 2 s1 + 4 s3D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D2 Cos@JD Cos@KD Cos@4 l2 + 2 s1 + 4 s3D +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
512
C22 H168 e - 369 e3L Cos@JD2 Cos@KD Cos@4 l2 + 2 s1 + 4 s3D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@JD2 Cos@KD Cos@4 l2 + 2 s1 + 4 s3D +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
512
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D2 Cos@JD2 Cos@KD Cos@4 l2 + 2 s1 + 4 s3D -
C22 H168 e - 369 e3L Cos@KD2 Cos@4 l2 + 2 s1 + 4 s3D
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1024
+
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
512
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@KD2 Cos@4 l2 + 2 s1 + 4 s3D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1024
HC22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D2 Cos@KD2 Cos@4 l2 + 2 s1 + 4 s3DL +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
512
C22 H168 e - 369 e3L Cos@JD Cos@KD2 Cos@4 l2 + 2 s1 + 4 s3D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@JD Cos@KD2 Cos@4 l2 + 2 s1 + 4 s3D +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
512
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D2 Cos@JD Cos@KD2 Cos@4 l2 + 2 s1 + 4 s3D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1024
HC22 H168 e - 369 e3L Cos@JD2 Cos@KD2 Cos@4 l2 + 2 s1 + 4 s3DL +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
512
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@JD2 Cos@KD2 Cos@4 l2 + 2 s1 + 4 s3D -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1024
HC22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D2 Cos@JD2 Cos@KD2 Cos@4 l2 + 2 s1 + 4 s3DL -
1
ÅÅÅÅÅÅÅ
64
C20 H8 + 12 e2L Sin@i0D2 +
3
ÅÅÅÅÅÅÅ
64
C20 H8 + 12 e2L Cos@JD2 Sin@i0D2 +
3
ÅÅÅÅÅÅÅ
64
C20 H8 + 12 e2L Cos@KD2 Sin@i0D2 -
9
ÅÅÅÅÅÅÅ
64
C20 H8 + 12 e2L Cos@JD2 Cos@KD2 Sin@i0D2 -
3
ÅÅÅÅÅÅÅ
32
C22 H8 + 12 e2L Cos@2 l2D Sin@i0D2 +
3
ÅÅÅÅÅÅÅ
32
C22 H8 + 12 e2L Cos@JD2 Cos@2 l2D Sin@i0D2 +
9
ÅÅÅÅÅÅÅ
32
C22 H8 + 12 e2L Cos@KD2 Cos@2 l2D Sin@i0D2 -
9
ÅÅÅÅÅÅÅ
32
C22 H8 + 12 e2L Cos@JD2
Cos@KD2 Cos@2 l2D Sin@i0D2 -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@2 s1 + 2 s3D Sin@i0D2 -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
128
C22 H168 e - 369 e3L Cos@JD Cos@2 s1 + 2 s3D Sin@i0D2 -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@JD2 Cos@2 s1 + 2 s3D Sin@i0D2 +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@KD2 Cos@2 s1 + 2 s3D Sin@i0D2 +
+
+
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127
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
128
C22 H168 e - 369 e3L Cos@JD Cos@KD2 Cos@2 s1 + 2 s3D Sin@i0D2 +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@JD2 Cos@KD2 Cos@2 s1 + 2 s3D Sin@i0D2 +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C20 H168 e - 369 e3L Cos@2 l2 + 2 s1 + 2 s3D Sin@i0D2 -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C20 H168 e - 369 e3L Cos@JD2 Cos@2 l2 + 2 s1 + 2 s3D Sin@i0D2 -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C20 H168 e - 369 e3L Cos@KD2 Cos@2 l2 + 2 s1 + 2 s3D Sin@i0D2 +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C20 H168 e - 369 e3L Cos@JD2 Cos@KD2 Cos@2 l2 + 2 s1 + 2 s3D Sin@i0D2 -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@4 l2 + 2 s1 + 2 s3D Sin@i0D2 +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
128
C22 H168 e - 369 e3L Cos@JD Cos@4 l2 + 2 s1 + 2 s3D Sin@i0D2 -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@JD2 Cos@4 l2 + 2 s1 + 2 s3D Sin@i0D2 +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@KD2 Cos@4 l2 + 2 s1 + 2 s3D Sin@i0D2 -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
128
C22 H168 e - 369 e3L Cos@JD Cos@KD2 Cos@4 l2 + 2 s1 + 2 s3D Sin@i0D2 +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@JD2 Cos@KD2 Cos@4 l2 + 2 s1 + 2 s3D Sin@i0D2 -
9
ÅÅÅÅÅÅÅ
32
C22 H8 + 12 e2L Cos@i0D Cos@KD Cos@2 l2 - s3D Sin@i0D Sin@KD +
9
ÅÅÅÅÅÅÅ
32
C22 H8 + 12 e2L Cos@i0D Cos@JD2 Cos@KD Cos@2 l2 - s3D Sin@i0D Sin@KD -
3
ÅÅÅÅÅÅÅ
32
C20 H8 + 12 e2L Cos@i0D Cos@KD Cos@s3D Sin@i0D Sin@KD +
9
ÅÅÅÅÅÅÅ
32
C20 H8 + 12 e2L Cos@i0D Cos@JD2 Cos@KD Cos@s3D Sin@i0D Sin@KD -
9
ÅÅÅÅÅÅÅ
32
C22 H8 + 12 e2L Cos@i0D Cos@KD Cos@2 l2 + s3D Sin@i0D Sin@KD +
9
ÅÅÅÅÅÅÅ
32
C22 H8 + 12 e2L Cos@i0D Cos@JD2 Cos@KD Cos@2 l2 + s3D Sin@i0D Sin@KD -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@2 s1 + s3D Sin@i0D Sin@KD -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@2 s1 + s3D Sin@i0D Sin@KD -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
128
C22 H168 e - 369 e3L Cos@JD Cos@2 s1 + s3D Sin@i0D Sin@KD -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
128
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@JD Cos@2 s1 + s3D Sin@i0D Sin@KD -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@JD2 Cos@2 s1 + s3D Sin@i0D Sin@KD -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@JD2 Cos@2 s1 + s3D Sin@i0D Sin@KD -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@KD Cos@2 s1 + s3D Sin@i0D Sin@KD -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@KD Cos@2 s1 + s3D Sin@i0D Sin@KD -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
128
C22 H168 e - 369 e3L Cos@JD Cos@KD Cos@2 s1 + s3D Sin@i0D Sin@KD -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
128
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@JD Cos@KD Cos@2 s1 + s3D Sin@i0D Sin@KD -
-
+
Untitled-5 8
128 ANNEXE D : Mode`le a` 3 degre´s de liberte´
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@JD2 Cos@KD Cos@2 s1 + s3D Sin@i0D Sin@KD -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@JD2 Cos@KD Cos@2 s1 + s3D Sin@i0D Sin@KD +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C20 H168 e - 369 e3L Cos@2 l2 + 2 s1 + s3D Sin@i0D Sin@KD +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C20 H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@2 l2 + 2 s1 + s3D Sin@i0D Sin@KD -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C20 H168 e - 369 e3L Cos@JD2 Cos@2 l2 + 2 s1 + s3D Sin@i0D Sin@KD -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C20 H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@JD2 Cos@2 l2 + 2 s1 + s3D Sin@i0D Sin@KD +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C20 H168 e - 369 e3L Cos@KD Cos@2 l2 + 2 s1 + s3D Sin@i0D Sin@KD +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C20 H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@KD Cos@2 l2 + 2 s1 + s3D Sin@i0D Sin@KD -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C20 H168 e - 369 e3L Cos@JD2 Cos@KD Cos@2 l2 + 2 s1 + s3D Sin@i0D Sin@KD -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C20 H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@JD2 Cos@KD Cos@2 l2 + 2 s1 + s3D Sin@i0D Sin@KD -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@4 l2 + 2 s1 + s3D Sin@i0D Sin@KD -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@4 l2 + 2 s1 + s3D Sin@i0D Sin@KD +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
128
C22 H168 e - 369 e3L Cos@JD Cos@4 l2 + 2 s1 + s3D Sin@i0D Sin@KD +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
128
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@JD Cos@4 l2 + 2 s1 + s3D Sin@i0D Sin@KD -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@JD2 Cos@4 l2 + 2 s1 + s3D Sin@i0D Sin@KD -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@JD2 Cos@4 l2 + 2 s1 + s3D Sin@i0D Sin@KD -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@KD Cos@4 l2 + 2 s1 + s3D Sin@i0D Sin@KD -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@KD Cos@4 l2 + 2 s1 + s3D Sin@i0D Sin@KD +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
128
C22 H168 e - 369 e3L Cos@JD Cos@KD Cos@4 l2 + 2 s1 + s3D Sin@i0D Sin@KD +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
128
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@JD Cos@KD Cos@4 l2 + 2 s1 + s3D Sin@i0D Sin@KD -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@JD2 Cos@KD Cos@4 l2 + 2 s1 + s3D Sin@i0D Sin@KD -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@JD2 Cos@KD Cos@4 l2 + 2 s1 + s3D Sin@i0D Sin@KD -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@2 s1 + 3 s3D Sin@i0D Sin@KD +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@2 s1 + 3 s3D Sin@i0D Sin@KD -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
128
C22 H168 e - 369 e3L Cos@JD Cos@2 s1 + 3 s3D Sin@i0D Sin@KD +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
128
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@JD Cos@2 s1 + 3 s3D Sin@i0D Sin@KD -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@JD2 Cos@2 s1 + 3 s3D Sin@i0D Sin@KD +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@JD2 Cos@2 s1 + 3 s3D Sin@i0D Sin@KD +
-
+
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129
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@KD Cos@2 s1 + 3 s3D Sin@i0D Sin@KD -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@KD Cos@2 s1 + 3 s3D Sin@i0D Sin@KD +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
128
C22 H168 e - 369 e3L Cos@JD Cos@KD Cos@2 s1 + 3 s3D Sin@i0D Sin@KD -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
128
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@JD Cos@KD Cos@2 s1 + 3 s3D Sin@i0D Sin@KD +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@JD2 Cos@KD Cos@2 s1 + 3 s3D Sin@i0D Sin@KD -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@JD2 Cos@KD Cos@2 s1 + 3 s3D Sin@i0D Sin@KD +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C20 H168 e - 369 e3L Cos@2 l2 + 2 s1 + 3 s3D Sin@i0D Sin@KD -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C20 H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@2 l2 + 2 s1 + 3 s3D Sin@i0D Sin@KD -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C20 H168 e - 369 e3L Cos@JD2 Cos@2 l2 + 2 s1 + 3 s3D Sin@i0D Sin@KD +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C20 H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@JD2 Cos@2 l2 + 2 s1 + 3 s3D Sin@i0D Sin@KD -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C20 H168 e - 369 e3L Cos@KD Cos@2 l2 + 2 s1 + 3 s3D Sin@i0D Sin@KD +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C20 H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@KD Cos@2 l2 + 2 s1 + 3 s3D Sin@i0D Sin@KD +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C20 H168 e - 369 e3L Cos@JD2 Cos@KD Cos@2 l2 + 2 s1 + 3 s3D Sin@i0D Sin@KD -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C20 H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@JD2 Cos@KD Cos@2 l2 + 2 s1 + 3 s3D Sin@i0D Sin@KD -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@4 l2 + 2 s1 + 3 s3D Sin@i0D Sin@KD +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@4 l2 + 2 s1 + 3 s3D Sin@i0D Sin@KD +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
128
C22 H168 e - 369 e3L Cos@JD Cos@4 l2 + 2 s1 + 3 s3D Sin@i0D Sin@KD -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
128
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@JD Cos@4 l2 + 2 s1 + 3 s3D Sin@i0D Sin@KD -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@JD2 Cos@4 l2 + 2 s1 + 3 s3D Sin@i0D Sin@KD +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@JD2 Cos@4 l2 + 2 s1 + 3 s3D Sin@i0D Sin@KD +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@KD Cos@4 l2 + 2 s1 + 3 s3D Sin@i0D Sin@KD -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@KD Cos@4 l2 + 2 s1 + 3 s3D Sin@i0D Sin@KD -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
128
C22 H168 e - 369 e3L Cos@JD Cos@KD Cos@4 l2 + 2 s1 + 3 s3D Sin@i0D Sin@KD +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
128
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@JD Cos@KD Cos@4 l2 + 2 s1 + 3 s3D Sin@i0D Sin@KD +
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@JD2 Cos@KD Cos@4 l2 + 2 s1 + 3 s3D Sin@i0D Sin@KD -
1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
256
C22 H168 e - 369 e3L Cos@i0D Cos@JD2 Cos@KD Cos@4 l2 + 2 s1 + 3 s3D Sin@i0D Sin@KD
y
{
zzzz
y
{
zzzz
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FIG. D.1 – Expression du potentiel moyennise´ a` 3 degre´s de liberte´.
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ANNEXE E
MODE`LE DE PURE ROTATION LIBRE
(DEPRIT, 1967) – VALEUR D’E´QUILIBRE
DE L’ANGLE J
L’Hamiltonien du mode`le de pure rotation libre de Deprit (1967) n’est constitue´ que de deux
termes et s’e´crit :
HD = 1
2
(
sin2 λ2
I1
+
cos2 λ2
I2
)
(Λ21 − Λ22) +
1
2
Λ22
I3
. (E.1)
Les e´quilibres de ce mode`le (E.1) sont les solutions du syste`me obtenu en annulant les membres
de droite des e´quations suivantes :
λ˙2 =
∂HD
∂Λ2
=
(
1
I3
− sin
2 λ2
I1
− cos
2 λ2
I2
)
Λ2 (E.2)
Λ˙2 = −∂HD
∂λ2
=
1
2
(
1
I2
− 1
I1
)
(Λ21 − Λ22) sin 2λ2. (E.3)
Deprit trouve ainsi comme e´quilibres :
(λ2,Λ2) = (0, 0) et (λ2,Λ2) = (
pi
2
, 0). (E.4)
Le premier e´quilibre correspond a` une rotation autour de l’axe d’inertie moyenne, l’e´nergie
vaut alorsHD = Λ
2
1
2I2
. Le second correspond a` une rotation autour de l’axe de plus petite inertie,
l’e´nergie est alors maximale et vaut HD = Λ
2
1
2I1
; on montre que le corps est dans ce cas en
libration.
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132 ANNEXE E : Mode`le de pure rotation libre (Deprit, 1967)
ANNEXE F
EXPRESSIONS RELATIVES A`
L’HAMILTONIEN DE´VELOPPE´ AU
TROISIE`ME ORDRE AUTOUR DE
L’E´QUILIBRE DU MODE`LE DE BASE
133
134 ANNEXE F : Hamiltonien de´veloppe´ au troisie`me ordre
H_o3 =
6.651492574235807` h22
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
I1
+
2.579048773140168` x1 h22
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
I1
+
88.48470693022816`
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
I3
+
68.6180950525352` x1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
I3
+
19.954477722707423` x12
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
I3
+
2.5790487731401686` x13
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
I3
+
6.651492574235807` h12
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
I3
+
2.579048773140168` x1 h12
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
I3
-
6.651492574235807` h22
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
I3
-
2.579048773140168` x1 h22
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
I3
+
13794.337230976751` C20 x13 a
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L9
-
50873.87604650496` C22 x13 a
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L9
+
668.5767915015622` C20 x12 a
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L8
-
2465.7286717654115` C22 x12 a
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L8
+
129.6169344419812` C20 x13 a
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L8
-
478.03064010364153` C22 x13 a
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L8
+
129.61693444198116` C20 x1 a h12
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L8
-
478.0306401036415` C22 x1 a h12
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L8
+
24.688939893710696` C20 x1 a
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L7
-
91.05345525783646` C22 x1 a
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L7
+
2.393221500000001` C20 x12 a
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L7
-
8.826263408249998` C22 x12 a
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L7
-
0.020827960947081177` C20 x13 a
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L7
+
0.025604688015113033` C22 x13 a
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L7
+
0.4824879525761828` C20 x12 x3 a
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L7
-
0.5931427242518954` C22 x12 x3 a
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L7
-
2.794256060070302` C20 x1 x32 a
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L7
+
3.435096447233615` C22 x1 x32 a
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L7
+
2.3932215` C20 a h12
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L7
-
8.826263408249996` C22 a h12
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L7
+
6.844588206452117` C22 x1 a h12
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L7
-
4.494989131209789` C20 x1 a h22
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L7
+
8.989978262419578` C22 x1 a h22
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L7
+
1.1686993453584145` C22 x1 a h1 h3
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L7
-
2.7734669112388506` C20 x1 a h32
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L7
+
3.460557995152426` C22 x1 a h32
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L7
+
0.5318270000000002` C20 a
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L6
-
1.9613918684999996` C22 a
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L6
-
0.00044865725439370205` C20 x12 a
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ ÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L6
+
0.0005515532247086258` C22 x12 a
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L6
+
0.00017428768406111694` C20 x13 a
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L6
-
0.0002142591771993347` C22 x13 a
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L6
+
0.010393322737202693` C20 x1 x3 a
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L6
-
0.01277694858380985` C22 x1 x3 a
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L6
-
0.004041211964387042` C20 x12 x3 a
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ ÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L6
+
0.004968031763357667` C22 x12 x3 a
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L6
-
0.060191357913977096` C20 x32 a
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L6
+
+ -
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0.07399576677280884` C22 x32 a
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L6
+
0.023469548253680524` C20 x1 x32 a
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L6
-
0.028852102345397625` C22 x1 x32 a
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L6
-
0.000505622599821595` C20 x33 a
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L6
+
0.000621583118708347` C22 x33 a
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L6
+
0.14743998032090905` C22 a h12
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L6
-
0.00008698114961343527` C20 x1 a h12
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L6
-
0.057061427159197244` C22 x1 a h12
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L6
+
0.0010074763654574189` C20 x3 a h12
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L6
-
0.00123853305110756` C22 x3 a h12
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L6
-
0.0968270243670075` C20 a h22
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L6
+
0.193654048734015` C22 a h22
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L6
+
0.03754369648818777` C20 x1 a h22
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L6
-
0.07508739297637554` C22 x1 a h22
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ ÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L6
+
0.025175073106410015` C22 a h1 h3
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L6
-
0.00970640030352769` C22 x1 a h1 h3
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L6
-
0.0006368041938939659` C22 x3 a h1 h3
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L6
-
0.05974353671536822` C20 a h32
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L6
+
0.07454423660194341` C22 a h32
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L6
+
0.023208440899738496` C20 x1 a h32
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L6
-
0.028957236360129` C22 x1 a h32
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L6
-
0.0005037381827286999` C20 x3 a h32
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L6
+
0.000619266525553764` C22 x3 a h32
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L6
-
926.3442832092248` m3 x13 m2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L5
-
89.79514975218339` m3 x12 m2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L4
-
17.408579218696133` m3 x13 m2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L4
-
17.408579218696136` m3 x1 h12 m2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L4
-
7.737146319420504` m3 x1 m2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L3
-
3 m3 x12 m2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
4 H-19.95447772270742` + L0L3
-
3 m3 h12 m2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
4 H-19.95447772270742` + L0L3
-
m3 m2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 H-19.95447772270742` + L0L2
-
0.028584178371584418` C20 a h1 h2 x2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L6
-
0.00244034480547625` C20 a h2 h3 x2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L6
+
6.651492574235807` x22
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
I2
+
2.579048773140168` x1 x22
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
I2
-
6.651492574235807` x22
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
I3
-
2.579048773140168` x1 x22
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
I3
-
1.0726950279837313` C20 x1 a x22
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L7
-
2.1453900559674626` C22 x1 a x22
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L7
-
0.023107034206553002` C20 a x22
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L6
-
0.046214068413106005` C22 a x22
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L6
+
0.008959518116603357` C20 x1 a x22
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L6
+
0.017919036233206714` C22 x1 a x22
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
H-19.95447772270742` + L0L6
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FIG. F.1 – Expression de l’Hamiltonien de´veloppe´ au troisie`me ordre en η1, η3, x1 et x3 autour
de l’e´quilibre du mode`le de base.
136 ANNEXE F : Hamiltonien de´veloppe´ au troisie`me ordre
W2 = 72374.33623713665` J12 Sin@2 y1D + 0.0506311681459992` J1 J2 Sin@2 y1D +
7.932225746806753` J1 J3 Sin@2 y1D - 9046.792029642824` J12 Sin@4 y1D -
5.551861126410614` J1 J2 Sin@2 y1 - 2 y2D - 13.539471533936464` J1 J2 Sin@2 y2D -
9.489716656500311`*^-6 J22 Sin@2 y2D - 0.00048087981457305894` J2 J3 Sin@2 y2D +
0.007908050732481395` J22 Sin@4 y2D + 5.616214890904807` J1 J2 Sin@2 y1 + 2 y2D -
0.03399791569087425`
è!!!!!!
J1 J33ê2 Sin@y1 - 3 y3D - 4.068635858562926` J1 J3 Sin@2 y1 - 2 y3D +
0.00056388254382236` J2 J3 Sin@2 y2 - 2 y3D + 2682.9962655783515` J13ê2 è!!!!!!J3 Sin@ y1 - y3D +
0.0012536601500683108`
è!!!!!!
J1 J2
è!!!!!!
J3 Sin@ y1 - y3D +
0.09648759767136371`
è!!!!!!
J1 J33ê2 Sin@ y1 - y3D - 295.1266686349779` J13ê2
è!!!!!!
J3 Sin@3 y1 - y3D - 0.06714716237302858`è!!!!!!J1 J2è!!!!!!J3 Sin@y1 - 2 y2 - y3D +
0.06874172533228502`
è!!!!!!
J1 J2
è!!!!!!
J3 Sin@y1 + 2 y2 - y3D + 540.274930270464` J1 J3 Sin@2 y3D +
0.0001262411217897126` J2 J3 Sin@2 y3D + 0.006397411195118074` J32 Sin@2 y3D -
0.0008344335996327272` J32 Sin@4 y3D - 2604.2751346650175` J13ê2 è!!!!!!J3 Sin@y1 + y3D -
0.0012168768691671876`
è!!!!!!
J1 J2
è!!!!!!
J3 Sin@y1 + y3D -
0.09398148925626898`
è!!!!!!
J1 J33ê2 Sin@ y1 + y3D +
292.21174683713804` J13ê2
è!!!!!!
J3 Sin@3 y1 + y3D + 0.06717324102639147`è!!!!!!J1 J2
è!!!!!!
J3 Sin@y1 - 2 y2 + y3D - 0.0687207459577229`è!!!!!!J1 J2è!!!!!!J3 Sin@ y1 + 2 y2 + y3D -
3.976501784474247` J1 J3 Sin@2 y1 + 2 y3D + 0.00015945169498280897` J2 J3 Sin@2 y2 + 2 y3D +
0.03141277734381444`
è!!!!!!
J1 J33ê2 Sin@y1 + 3 y3D
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FIG. F.2 – Ge´ne´rateur du 2e`me ordre de l’Hamiltonien de´veloppe´ au 3e`me ordre et exprime´ en
coordonne´es angle-action (Ji, ψi).
ANNEXE G
EXPRESSIONS RELATIVES A`
L’HAMILTONIEN DE´VELOPPE´ AU
QUATRIE`ME ORDRE AUTOUR DE
L’E´QUILIBRE DU MODE`LE DE BASE
137
138 ANNEXE G : Hamiltonien de´veloppe´ au quatrie`me ordre
H_o4 = 0.3962338877114732` J1 + 21507.137215030776` J12 +
0.010759082764977102` J2 + 0.031213999384858696` J1 J2 - 0.0004624419031643595` J22 +
0.005899446770901635` J3 + 3.1285000233748486` J1 J3 - 0.001019582593695306` J2 J3 -
0.00017436096205778514` J32 + 75.37911851776454` J13ê2 Cos@y1D +
0.0001056608563460823`
è!!!!!!
J1 J2 Cos@y1D + 0.005354704842505392`è!!!!!!J1 J3 Cos@y1D -
28675.692644208815` J12 Cos@2 y1D - 0.03120683965045044` J1 J2 Cos@2 y1D -
3.1284388063026105` J1 J3 Cos@2 y1D - 75.37138810330872` J13ê2 Cos@3 y1D +
7168.555466882603` J12 Cos@4 y1D + 0.011662614048625859`è!!!!!!J1 J2 Cos@y1 - 2 y2D -
0.034865583782557344` J1 J2 Cos@2 y1 - 2 y2D + 0.06905117837112053` J1 J2 Cos@2 y2D -
0.00026099048002797246` J22 Cos@2 y2D - 0.000053003213132437` J2 J3 Cos@2 y2D -
0.000018852283189615965` J22 Cos@4 y2D - 0.011528629323663761`è!!!!!!J1 J2 Cos@y1 + 2 y2D -
0.0341869015914197` J1 J2 Cos@2 y1 + 2 y2D + 0.006467913674412305`è!!!!!!J1
J33ê2 Cos@y1 - 3 y3D - 0.0027500110037904165`è!!!!!!J1 J3 Cos@y1 - 2 y3D +
1.5936845588070017` J1 J3 Cos@2 y1 - 2 y3D - 1.7370137367425382`*^-6 J2
J3 Cos@2 y2 - 2 y3D - 7.941274955014871`*^-7è!!!!!!J1 è!!!!!!J3 Cos@y1 - y3D -
523.6547376649295` J13ê2
è!!!!!!
J3 Cos@y1 - y3D - 0.000244614937585239`è!!!!!!J1
J2
è!!!!!!
J3 Cos@y1 - y3D - 0.01882285082041367`è!!!!!!J1 J33ê2 Cos@y1 - y3D -
0.9105937554279929` J1
è!!!!!!
J3 Cos@2 y1 - y3D + 174.5454763838005` J13ê2 è!!!!!!J3 Cos@3 y1 - y3D -
0.00015513504938237185`
è!!!!!!
J1 J2
è!!!!!!
J3 Cos@y1 - 2 y2 - y3D +
1.747408504396602`*^-10 J2
è!!!!!!
J3 Cos@2 y2 - y3D -
0.00015513488936826138`
è!!!!!!
J1 J2
è!!!!!!
J3 Cos@y1 + 2 y2 - y3D -
0.013968316657385633` J1
è!!!!!!
J3 Cos@y3D + 0.00007001928282224075` J33ê2 Cos@y3D -
3.1874260486107486` J1 J3 Cos@2 y3D - 7.825851692154994`*^-7 J2 J3 Cos@2 y3D -
0.00003733463236669435` J32 Cos@2 y3D - 6.482914452686937`*^-8 J33ê2 Cos@3 y3D +
9.84564380597843`*^-6 J32 Cos@4 y3D - 8.180714894102106`*^-7è!!!!!!J1 è!!!!!!J3 Cos@y1 + y3D +
523.6551444837838` J13ê2
è!!!!!!
J3 Cos@y1 + y3D + 0.0002447543454833148`
è!!!!!!
J1 J2
è!!!!!!
J3 Cos@y1 + y3D + 0.01881880772914244`è!!!!!!J1 J33ê2 Cos@y1 + y3D +
0.9245620799497177` J1
è!!!!!!
J3 Cos@2 y1 + y3D - 174.5458832037287` J13ê2 è!!!!!!J3 Cos@3 y1 + y3D +
0.0001551387389889069`
è!!!!!!
J1 J2
è!!!!!!
J3 Cos@y1 - 2 y2 + y3D -
1.747408504396602`*^-10 J2
è!!!!!!
J3 Cos@2 y2 + y3D +
0.00015513857897479644`
è!!!!!!
J1 J2
è!!!!!!
J3 Cos@y1 + 2 y2 + y3D -
0.002834901351042553`
è!!!!!!
J1 J3 Cos@y1 + 2 y3D + 1.5936870100735727` J1 J3 Cos@2 y1 + 2 y3D +
7.548163937646298`*^-7 J2 J3 Cos@2 y2 + 2 y3D -
0.006467909798262344`
è!!!!!!
J1 J33ê2 Cos@y1 + 3 y3D
Untitled-7 1
FIG. G.1 – Hamiltonien de´veloppe´ au 4e`me ordre et exprime´ en coordonne´es angle-action (Ji,
ψi).
139
W1 = 190.23895411838689` J13ê2 Sin@y1D +
0.00026666284642222043`
è!!!!!!
J1 J2 Sin@y1D + 0.013513999861039018`è!!!!!!J1 J3 Sin@y1D -
36185.3124555499` J12 Sin@2 y1D - 0.039379317514308246` J1 J2 Sin@2 y1D -
3.9477173726938077` J1 J3 Sin@2 y1D - 63.40648146423441` J13ê2 Sin@3 y1D +
4522.932063801486` J12 Sin@4 y1D + 0.031123898353473626`è!!!!!!J1 J2 Sin@y1 - 2 y2D -
0.04522420616181381` J1 J2 Sin@2 y1 - 2 y2D + 3.208971457451723` J1 J2 Sin@2 y2D -
0.012128844332230023` J22 Sin@2 y2D - 0.0024631845625814087` J2 J3 Sin@2 y2D -
0.0004380550740576092` J22 Sin@4 y2D - 0.027596822646856728`è!!!!!!J1 J2 Sin@y1 + 2 y2D -
0.04199937638604832` J1 J2 Sin@2 y1 + 2 y2D +
0.01708667388674882`
è!!!!!!
J1 J33ê2 Sin@y1 - 3 y3D -
0.007158239423881708`
è!!!!!!
J1 J3 Sin@y1 - 2 y3D + 2.0414346932075595` J1 J3 Sin@2 y1 - 2 y3D -
0.00017871850141079192` J2 J3 Sin@2 y2 - 2 y3D -
1341.5540469842451` J13ê2
è!!!!!!
J3 Sin@y1 - y3D - 0.0006266750250886239`
è!!!!!!
J1 J2
è!!!!!!
J3 Sin@y1 - y3D - 0.04822236387111228`è!!!!!!J1 J33ê2 Sin@y1 - y3D -
1.157874084025761` J1
è!!!!!!
J3 Sin@2 y1 - y3D + 147.56945558946825` J13ê2 è!!!!!!J3 Sin@3 y1 - y3D -
0.0004206294648476698`
è!!!!!!
J1 J2
è!!!!!!
J3 Sin@y1 - 2 y2 - y3D -
0.000376675611985155`
è!!!!!!
J1 J2
è!!!!!!
J3 Sin@y1 + y2 - y3D +
1.1243866068135841`*^-8 J2
è!!!!!!
J3 Sin@2 y2 - y3D -
2.3157448733009836` J1
è!!!!!!
J3 Sin@y3D - 270.1461823794404` J1 J3 Sin@y3D +
0.011869671549528702` J33ê2 Sin@y3D - 0.00006632699481537823` J2 J3 Sin@2 y3D -
0.0031642487906241613` J32 Sin@2 y3D - 3.983996602113187`*^-6 J33ê2 Sin@3 y3D +
0.00041722739875083833` J32 Sin@4 y3D + 1302.1928644853501` J13ê2 è!!!!!!J3 Sin@y1 + y3D +
0.0006086346536501964`
è!!!!!!
J1 J2
è!!!!!!
J3 Sin@y1 + y3D +
0.04679742979726025`
è!!!!!!
J1 J33ê2 Sin@y1 + y3D + 1.1578741286262075` J1è!!!!!!J3 Sin@2 y1 + y3D -
146.11227756597972` J13ê2
è!!!!!!
J3 Sin@3 y1 + y3D +
0.0004075998335336523`
è!!!!!!
J1 J2
è!!!!!!
J3 Sin@y1 - 2 y2 + y3D -
6.405181456725818`*^-9 J2
è!!!!!!
J3 Sin@2 y2 + y3D +
0.0003661937218154368`
è!!!!!!
J1 J2
è!!!!!!
J3 Sin@y1 + 2 y2 + y3D -
0.006943154115784765`
è!!!!!!
J1 J3 Sin@y1 + 2 y3D + 1.981540561813183` J1 J3 Sin@2 y1 + 2 y3D +
0.000022655553233969472` J2 J3 Sin@2 y2 + 2 y3D -
0.015625528165763996`
è!!!!!!
J1 J33ê2 Sin@y1 + 3 y3D
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FIG. G.2 – Ge´ne´rateur du 1er ordre de l’Hamiltonien de´veloppe´ au 4e`me ordre et exprime´ en
coordonne´es angle-action (Ji, ψi).
140 ANNEXE G : Hamiltonien de´veloppe´ au quatrie`me ordre
ANNEXE H
EXPRESSION RELATIVE AU MODE`LE
ADIABATIQUE
141
142 ANNEXE H : Expression relative au mode`le adiabatique
K02 = 39.126426747807784` x12 + 0.0020138598660955744` e h12 -
0.004423299348745637` e3 h12 + 0.0003477358934326712` e h1 h3 -
0.0007637770516467599` e3 h1 h3 + 0.00114648821213973` h32 +
0.0020213653773632147` e h32 + 0.0017197323182095944` e2 h32 -
0.004439784668137063` e3 h32 + 0.000030022001048244365` e x12 Cos@i0D -
0.00006594118087382308` e3 x12 Cos@i0D - 0.00046364785413066125` e x1 x3 Cos@i0D +
0.0010183693938941314` e3 x1 x3 Cos@i0D + 0.001342573249535914` e x32 Cos@i0D -
0.0029488662445163833` e3 x32 Cos@i0D + 0.002655124475971635` e h12 Cos@i0D -
0.005831791259723414` e3 h12 Cos@i0D - 1.727980412344367`*^-6 e h1 h3 Cos@i0D +
3.795385548542093`*^-6 e3 h1 h3 Cos@i0D + 0.001322558574710998` e h32 Cos@i0D -
0.002904905440883084` e3 h32 Cos@i0D + 0.000050826933073663735` x12 Cos@i0D2 +
0.000029649043380937328` e x12 Cos@i0D2 + 0.00007624039726526783` e2 x12 Cos@i0D2 -
0.00006512200599741638` e3 x12 Cos@i0D2 - 0.0007829758843019248` x1 x3 Cos@i0D2 -
0.00045673593250945615` e x1 x3 Cos@i0D2 - 0.0011744638264528865` e2 x1 x3 Cos@i0D2 +
0.0010031878517618416` e3 x1 x3 Cos@i0D2 + 0.0022500878353689246` x32 Cos@i0D2 +
0.00131255123729854` e x32 Cos@i0D2 + 0.003375131753053386` e2 x32 Cos@i0D2 -
0.0028829250390664347` e3 x32 Cos@i0D2 - 0.000017027566100120385` h12 Cos@i0D2 +
0.0006414137962268505` e h12 Cos@i0D2 - 0.000025541349150180466` e2 h12 Cos@i0D2 -
0.0014088195881411176` e3 h12 Cos@i0D2 - 0.00034600791302032683` e h1 h3 Cos@i0D2 +
0.0007599816660982179` e3 h1 h3 Cos@i0D2 + 0.001137910494357623` h32 Cos@i0D2 -
0.0006687847904148423` e h32 Cos@i0D2 + 0.0017068657415364346` e2 h32 Cos@i0D2 +
0.0014689380218040292` e3 h32 Cos@i0D2 - 0.00016208718678299334` e x12 Sin@i0D +
0.0003560129281126461` e3 x12 Sin@i0D + 0.0018667593977664157` e x1 x3 Sin@i0D -
0.004100203677236947` e3 x1 x3 Sin@i0D + 0.00012332653769520273` e x32 Sin@i0D -
0.00027087793100910595` e3 x32 Sin@i0D + 0.00040874026216341987` e h12 Sin@i0D -
0.0008977687901089401` e3 h12 Sin@i0D + 0.0038185399643250635` e h1 h3 Sin@i0D -
0.008387150278785407` e3 h1 h3 Sin@i0D + 0.0003682946896312989` e h32 Sin@i0D -
0.000808932979011603` e3 h32 Sin@i0D - 0.00026535462847074705` x12 Cos@i0D Sin@i0D -
0.0001547901999412688` e x12 Cos@i0D Sin@i0D - 0.00039803194270612066`
e2 x12 Cos@i0D Sin@i0D + 0.00033998561772814376` e3 x12 Cos@i0D Sin@i0D +
0.0029829382497320043` x1 x3 Cos@i0D Sin@i0D + 0.00174004731234367` e x1
x3 Cos@i0D Sin@i0D + 0.004474407374598005` e2 x1 x3 Cos@i0D Sin@i0D -
0.003821889632469132` e3 x1 x3 Cos@i0D Sin@i0D + 0.0010492091856233877`
x32 Cos@i0D Sin@i0D + 0.000612038691613643` e x32 Cos@i0D Sin@i0D +
0.001573813778435082` e2 x32 Cos@i0D Sin@i0D - 0.0013442992690799664`
e3 x32 Cos@i0D Sin@i0D + 0.00013658763614115792` h12 Cos@i0D Sin@i0D +
0.0004044739865914773` e h12 Cos@i0D Sin@i0D + 0.00020488145421173695`
e2 h12 Cos@i0D Sin@i0D - 0.000888398220549138` e3 h12 Cos@i0D Sin@i0D +
0.0037337832743029784` e h1 h3 Cos@i0D Sin@i0D - 0.008200988263201186`
e3 h1 h3 Cos@i0D Sin@i0D + 0.00035034879728331966` h32 Cos@i0D Sin@i0D -
0.00012286690903991226` e h32 Cos@i0D Sin@i0D + 0.0005255231959249795`
e2 h32 Cos@i0D Sin@i0D + 0.0002698683894983787` e3 h32 Cos@i0D Sin@i0D -
0.000050826933073663735` x12 Sin@i0D2 - 0.000029649043380937328` e x12 Sin@i0D2 -
0.00007624039726526783` e2 x12 Sin@i0D2 + 0.00006512200599741638` e3 x12 Sin@i0D2 +
0.0007829758843019248` x1 x3 Sin@i0D2 + 0.00045673593250945615` e x1 x3 Sin@i0D2 +
0.0011744638264528865` e2 x1 x3 Sin@i0D2 - 0.0010031878517618416` e3 x1 x3 Sin@i0D2 -
0.0022500878353689246` x32 Sin@i0D2 - 0.00131255123729854` e x32 Sin@i0D2 -
0.003375131753053386` e2 x32 Sin@i0D2 + 0.0028829250390664347` e3 x32 Sin@i0D2 +
0.000017027566100120385` h12 Sin@i0D2 - 0.0006414137962268505` e h12 Sin@i0D2 +
0.000025541349150180466` e2 h12 Sin@i0D
2
+ 0.0014088195881411176` e3 h12 Sin@i0D
2
+
0.00034600791302032683` e h1 h3 Sin@i0D2 - 0.0007599816660982179` e3 h1 h3 Sin@i0D2 -
0.001137910494357623` h32 Sin@i0D2 + 0.0006687847904148423` e h32 Sin@i0D2 -
0.0017068657415364346` e2 h32 Sin@i0D2 - 0.0014689380218040292` e3 h32 Sin@i0D2
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FIG. H.1 – Hamiltonien de´veloppe´ au 2e`me ordre en ηi, xi. L’excentricite´ e ou l’inclinaison io
e´tant conside´re´es comme des fonctions lentes du temps.
ANNEXE I
EXPRESSION DE α′ ET β′ LORSQUE
L’EXCENTRICITE´ OU L’INCLINAISON
SONT DES FONCTIONS LENTES DU TEMPS
a' =
IIHdRR dsr + dSR dssL2 Idrr2 dRR3 + 2 drr dRR H2 dSR HdRR dsr + dSR dssL - dRR dss dSSL + dRR dSS
H4 dsr HdRR dsr + dSR dssL + dss2 dSSL +
drr dRR2
,H4 HdRR dsr + dSR dssL Hdrr dSR + dsr dSSL + Hdrr dRR - dss dSSL2L +
2 dRR dsr dSR
,H4 HdRR dsr + dSR dssL Hdrr dSR + dsr dSSL + Hdrr dRR - dss dSSL2L +
2 dSR2 dss
,H4 HdRR dsr + dSR dssL Hdrr dSR + dsr dSSL + Hdrr dRR - dss dSSL2L -
dRR dss dSS
,H4 HdRR dsr + dSR dssL Hdrr dSR + dsr dSSL + Hdrr dRR - dss dSSL2LMM ë
IH4 HdRR dsr + dSR dssL Hdrr dSR + dsr dSSL + Hdrr dRR - dss dSSL2L
Idrr2 dRR2 dss + 2 drr dss H2 dSR HdRR dsr + dSR dssL - dRR dss dSSL +
dss dSS H4 dsr HdRR dsr + dSR dssL + dss2 dSSL +
2 dRR dsr2
,H4 HdRR dsr + dSR dssL Hdrr dSR + dsr dSSL + Hdrr dRR - dss dSSL2L -
drr dRR dss
,H4 HdRR dsr + dSR dssL Hdrr dSR + dsr dSSL + Hdrr dRR - dss dSSL2L +
2 dsr dSR dss
,H4 HdRR dsr + dSR dssL Hdrr dSR + dsr dSSL + Hdrr dRR - dss dSSL2L +
dss2 dSS
,H4 HdRR dsr + dSR dssL Hdrr dSR + dsr dSSL + Hdrr dRR - dss dSSL2LMMM1ê4
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FIG. I.1 – Expression de α′ (voir e´q. (10.80)) ou` tous les coefficients sont des fonctions de e et
sin io.
143
144 ANNEXE I : Expression de α′ et β′
b' = IIH4 HdRR dsr + dSR dssL Hdrr dSR + dsr dSSL + Hdrr dRR - dss dSSL2L
Idrr2 dRR3 + 2 drr dRR H2 dSR HdRR dsr + dSR dssL - dRR dss dSSL +
dRR dSS H4 dsr HdRR dsr + dSR dssL + dss2 dSSL -
drr dRR2
,H4 HdRR dsr + dSR dssL Hdrr dSR + dsr dSSL + Hdrr dRR - dss dSSL2L -
2 dRR dsr dSR
,H4 HdRR dsr + dSR dssL Hdrr dSR + dsr dSSL + Hdrr dRR - dss dSSL2L -
2 dSR2 dss
,H4 HdRR dsr + dSR dssL Hdrr dSR + dsr dSSL + Hdrr dRR - dss dSSL2L +
dRR dss dSS
,H4 HdRR dsr + dSR dssL Hdrr dSR + dsr dSSL + Hdrr dRR - dss dSSL2LMM ë
IHdRR dsr + dSR dssL2 Idrr2 dRR2 dss + 2 drr dss H2 dSR HdRR dsr + dSR dssL - dRR dss dSSL +
dss dSS H4 dsr HdRR dsr + dSR dssL + dss2 dSSL -
2 dRR dsr2
,H4 HdRR dsr + dSR dssL Hdrr dSR + dsr dSSL + Hdrr dRR - dss dSSL2L +
drr dRR dss
,H4 HdRR dsr + dSR dssL Hdrr dSR + dsr dSSL + Hdrr dRR - dss dSSL2L -
2 dsr dSR dss
,H4 HdRR dsr + dSR dssL Hdrr dSR + dsr dSSL + Hdrr dRR - dss dSSL2L -
dss2 dSS
,H4 HdRR dsr + dSR dssL Hdrr dSR + dsr dSSL + Hdrr dRR - dss dSSL2LMMM1ê4
Untitled-5 1
FIG. I.2 – Expression de β′ (voir e´q. (10.80)) ou` tous les coefficients sont des fonctions de e et
sin io.
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